
 81 

 

 ( اٌؾبلاد اٌّخزٍفخ ٌّشٚٔخ اٌعشك21ؽىً )

 

 - : اػط١د داٌح اٌؼشع الاذ١ح:9.3ِصايل

QP 10 

 اٌّطٍٛب

 اؼغة ِشٚٔح اٌؼشع اٌغؼش٠ح فٟ اٌؽالاخ الاذ١ح:

 100Q   ٚ105Qت١ٓ اٌم١ّر١ٓ  -1

 100Qػٕذ إٌمطح  -2

 اٌؽً

 -ٔؽغة ل١ّر١ٓ ٌٍغؼش ٚوّا ٠اذٟ: 100Q   ٚ105Qاٌم١ّر١ٓ ػٕذ 

247.20105102010010 21  PandP 

 -ٚػ١ٍٗ:

    5.102105100
2
1

,123.20247.2020
2
1

5100105,247.020247.20





QP

QP
 

 -ارْ ل١ّح اٌّشٚٔح ٟ٘:

97.3
247.0
5

5.102
123.20






P
Q

Q
P

E 

 100Qاٌّشٚٔح ػٕذ إٌمطح  -2

 اٌؽً
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Q
dP
dQ

Q
Q

dQ
dP

QP

2

2
1

2
1

10

2
1

2
1








 

 -ٔؽظً ػٍٝ: 100Qٚػٕذ إٌمطح 

201002 
dP
dQ

 

 100Qارْ اٌّشٚٔح ػٕذ 

420
100
20


dP
dQ

Q
P

E 

 ٔلاؼع ِٓ اٌؽً اْ ل١ّح اٌّشٚٔح فٟ اٌؽاٌر١ٓ لش٠ثح ظذا.

 

   Income Elasticity of Demandِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح  -3
طٍممت اٌذخ١ٍممخ دسعممخ اعممزغبثخ اٌى١ّممبد اٌّطٍٛثممخ اٚ الأفممبق ٌزؽ١ممشاد اٌممذخً ، رممم١ظ ِشٚٔممخ اٌ 

 -ٚس٠بم١ب ٠ّىٓ اٌزعج١ش عٕٙب ثبلارٟ:

 ِشٚٔخ اٌطٍت اٌذخ١ٍخ = اٌزؽ١ش إٌغجٟ ـٟ اٌى١ّبد اٌّطٍٛثخ/ اٌزؽ١ش إٌغجٟ ـٟ اٌذخً

Y
Q

Ey 



%
%

 

Q
Y

Y
Q

YY
QQ

Ey *
/
/








 

ٚاٌعشك ، أٞ ثبـزشاك صجبد اٌعًِٛ الاخشٜ اٌّإصشح ـٟ اٌطٍت  ٚوّب ٘ٛ اٌؾبي ثّشٚٔخ اٌطٍت

 -ـ١ّىٓ وزبثخ ِعبدٌخ ِشٚٔخ اٌطٍت اٌذخ١ٍخ وّب ٠برٟ:

Q
Y

Y
Q

Ey *



 

ٚرىْٛ ِشٚٔخ اٌطٍت اٌذخ١ٍخ ِٛعجخ ـٟ اوضش الاؽٛاي لاْ ل١ّخ ا١ًٌّ ِٛعجخ ٚ٘زا ـٟ ؽبٌخ اٌغٍع 

 عٍع ع١فٓ. الاعز١بد٠خ ، ـٟ ؽ١ٓ رىْٛ عبٌجخ ـٟ ؽبٌخ

 

 

 

 

  Cross Elasticity of Demandِشٚٔح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح  -4
٠عجممش عٕٙممب ثبٔٙممب الاعممزغبثخ إٌغممج١خ ٌٍى١ّممبد اٌّطٍٛثممخ ِممٓ عممٍعخ ِممب ٌٍزؽ١ممشاد ـممٟ اعممعبس اٌغممٍع 

 الاخشٜ عٛاء اٌجذ٠ٍخ اٚ اٌّىٍّخ ، أٞ :

 إٌغجٟ ـٟ اععبس اٌغٍع ِشٚٔخ اٌطٍت اٌزمبهع١خ= اٌزؽ١ش إٌغجٟ ـٟ اٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ/ اٌزؽ١ش 

r

x
cross P

Q
E

%
%

 

x

r

r

x

rr

xx
cross Q

P
P
Q

PP
QQ

E *
/
/








 
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ـبْ ا١ًٌّ  xعٍعخ ثذ٠ٍخ ٌٍغٍعخ  rـبرا وبٔذ اٌغٍعخ 
r

x

P
Q


رىْٛ اؽبسح  ِٓ ص٠ُىْٛ ِٛعجب ٚ 

 اٌّشٚٔخ ِٛعجخ.

ـبْ ا١ًٌّ  xعٍعخ ِىٍّخ ٌٍغٍعخ  rاِب ارا وبٔذ اٌغٍعخ 
r

x

P
Q


٠ىْٛ عبٌجب ٚثبٌزبٞ رىْٛ اؽبسح  

 اٌّشٚٔخ عبٌجخ.

 

اذخزخ داٌح  إر : ذٛفشخ ٌذ٠ه اٌّؼٍِٛاخ ػٓ داٌح اٌطٍة ػٍٝ عٍؼح اٌذ٘ٓ إٌثاذٟ 3.10ِصاي ل

 -اٌطٍة اٌشىً الاذٟ:
YPPQ oild 1.08.05.010 21  

 -ْ:إر ي

1Pٟعؼش عٍؼح اٌذ٘ٓ إٌثاذ = 

2P عؼش عٍؼح اٌذ٘ٓ اٌؽ١ٛأٟل وغٍؼح تذ٠ٍح = 

Yًاٌذخ = 

 اٌّطٍٛب

 اؼغة ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح ػٕذِا ٠ىْٛ: -1

  1P =6        2P=15         Y=100 -ي   

 اؼغة ِشٚٔح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح ػٕذِا ٠ىْٛ : -2

  1P =4        2P=10         Y=120 -ي     

 اؼغة ِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح ػٕذِا ٠ىْٛ:  -3

  1P =3        2P=6         Y=200 -ي   

 

 

 اٌؽً

152ؼغاب ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح : ٕٚ٘ا ٠رُ اٌرؼ٠ٛغ فٟ داٌح اٌطٍة تم١ُ  -1 P  ٚ

100Y  1دْٚ ل١ّحP :ٟٚوّا ٠اذ- 

)1....(....................5.032

5.0)101210(

10125.010

)100(1.0)15(8.05.010

1

1

1

1

PQ

PQ

PQ

PQ

d

d

d

d









 

 ٚتاخز اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح ٔغرخشض ا١ًٌّ :

5.0
1





P
Qd 

61ٚتاٌرؼ٠ٛغ ػٓ ل١ّح  P ٔؽظً ػٍٝ ِا ٠اذٟ:1فٟ داٌح اٌطٍة فٟ ِؼادٌح ل  - 

29

)6(5.032





d

d

Q

Q
 

 ٚترطث١ك لأْٛ ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح :
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1.0
29
6

5.0

* 1

1













d

d
d Q

P
P
Q

E

 

   = 0.1ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح- 

 

41ؼغاب ِشٚٔح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح: ٕ٘ا ع١رُ اٌرؼ٠ٛغ ػٓ ل١ّرٟ  -2 P  ٚ120Y  فٟ داٌح

 -ٚوّا ٠اذٟ: 2Pاٌطٍة  دْٚ ل١ّح 

29.0

28
10

8.0*

28)10(8.020

8.0

8.020

8.0)12210(

)120(1.08.0)4(5.010

2

2

2

2

2

2




























cross

d

d
cross

d

d

d

d

d

E

Q
P

P
Q

E

Q
P
Q

PQ

PQ

PQ

 

  ٔٚ0.29ح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح = ِش 

 

31ؼغاب ِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح : ٕ٘ا ٠رُ اٌرؼ٠ٛغ تم١ّرٟ  -3 P   ٚ62 P  فٟ داٌح اٌطٍة

 ٚوّا ٠اذٟ:Yدْٚ ل١ّح ِٓ 

6.0

3.33
200

1.0*

1.0

3.33203.13

)200(1.03.13

1.03.13

1.0)8.45.110(

1.0)6(8.0)3(5.010






























y

d

d
y

d

d

d

d

d

d

E

Q
Y

Y
Q

E

Y
Q

Q

Q

YQ

YQ

YQ

 

  = 0.6ِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح 

 

 -ارْ ل١ُ اٌّشٚٔاخ اٌصلاز ٟ٘ والاذٟ:

 -dE=0.1ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح  -1

 crossE=0.29ِشٚٔح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح  -2

 yE =0.6ِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح  -3
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 اٌفظً اٌصاٌس اعةٍح
 bؼش٠ح ٌٍذاٌح الاذ١ح = اشثد اْ ِشٚٔح اٌطٍة اٌغ -:1ط

b
d aPQ  

 

 8P  ٚ6Pاؼغة ِشٚٔح اٌطٍة ٚ اٌؼشع اٌغؼش٠ح ٌٍذٚاي الاذ١ح ػٕذِا  -:2ط

1- QP 5.040 

2- PQ 75.04 

3- 02PQ 

4- 4025.02  QP 

5- QP 220 

6- 6444  PQ 

 

 

 ارا اِىٓ ذّص١ً ظذٚي اٌطٍة ٌغٍؼح ِا تاٌّؼادٌح :-:3ط
YPPQ 01.05.0220 211  

 = اٌذخYً= عؼش عٍؼح اخشٜ ، 2P= عؼش اٌغٍؼح  ،  1Pاٌغٍؼح ،   و١ّح= 1Q -: إر يْ

 ػثش ػٓ :

1- )( 11 PfQ   102ػٕذِاP     ٚ500Y 51، شُ اؼغة اٌّشٚٔح اٌغؼش٠ح ػٕذِاP 

2- )( 21 PfQ  101ػٕذِاP   ٚ2000Y  102، شُ اؼغة اٌّشٚٔح اٌرماؽؼ١ح ػٕذِاP 

3- )(1 YfQ   51ػٕذِاP   ٚ102P  1000، شُ اؼغة اٌّشٚٔح اٌذخ١ٍح ػٕذِاY 

 

 -ؼح صساػ١ح والاذٟ:ارا وأد داٌح اٌطٍة ٚاٌؼشع ػٍٝ عٍ -:4ط

PQ

PQ

s

d

6.016

4.050




 

 اعرخشض ِشٚٔح اٌطٍة ٚاٌؼشع ػٕذ ٔمطرٟ اٌرٛاصْ.

 

 ارا وأد داٌح اٌطٍة :-:5ط

2
1

100


 QP 
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 اٌّطٍٛب

 25ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح ػٕذِا ٠ىْٛ اٌغؼش =  -1

 25ِمذاس اٌطٍة الاعرٙلاوٟ ػٕذِا ٠ىْٛ اٌغؼش = -2

 

 ح الاعرٙلان ذؼطٝ ؼغة اٌّؼادٌح:داٌارا وأد  -:6ط

10006.0 2  YYC 

 اٌّطٍٛب

 15Yػٕذِا  MPC  ٚMPSاؼغة 

 

 ارا وأد داٌح الاعرٙلان ذؼطٝ تاٌّؼادٌح الاذ١ح: -:7ط

YC 625 

 اٌّطٍٛب

 16Yػٕذِا  MPC  ٚMPSاؼغة 

 

 -ارا وأد داٌح اٌطٍة ػٍٝ اٌثؼائغ اٌّظذسج ِٓ تٍذ ِا اٌٝ تٍذ اظٕثٟ ذؼطٝ والاذٟ: -:8ط

2

20
P

YQ f  

 : دخً اٌّغرٍٙه فٟ اٌثٍذ الاظٕثfYٟ:  إر يْ

         P :ٟعؼش اٌغٍؼح اٌّظذسج ٌٍثٍذ الاظٕث 

 اٌّطٍٛب

 3600fY  ٚ4Pاؼغة اٌّشٚٔح اٌغؼش٠ح ٚاٌّشٚٔح اٌذخ١ٍح ػٕذِا 

 

 ذؼطٝ تاٌشىً الاذٟ: Aارا وأد داٌح اٌطٍة ػٍٝ عٍؼح ِؼ١ٕح -:9ط
YPPQ BAA 4.03020120  

 8AP    ٚ10BP     ٚ1200Yارا وأد : 

 اٌّطٍٛب//

 AEِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح  -1

 ABcrossEِشٚٔح اٌطٍة اٌرماؽؼ١ح  -2

 YEِشٚٔح اٌطٍة اٌذخ١ٍح  -3

 

 -ارا وأد داٌح اٌؼشع ٟ٘:-:10ط
21.05150 PPQ  

 -اؼغة ِشٚٔح اٌؼشع اٌغؼش٠ح فٟ اٌؽالاخ الاذ١ح:

 9P  ٚ11Pت١ٓ إٌمطر١ٓ  -1

 10Pػٕذ إٌمطح  -2

 

 -اػط١د داٌح اٌطٍة الاذ١ح: -:11ط

150102  QQP 

 4Qاؼغة ِشٚٔح اٌطٍة اٌغؼش٠ح ػٕذِا -1

 %10اؼغة اٌرغ١ش إٌغثٟ فٟ اٌغؼش ٌض٠ادج اٌى١ّح اٌّطٍٛتح تٕغثح  -2
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 ِظادس اٌفظً اٌصاٌس

 .عٍٝ اٌؾجىخ اٌذ١ٌٚخ اٌّعٍِٛبر١خاعظ الالزقبد اٌش٠بمٟ . وزبة ِٕؾٛس   -1

دٞ ط)ثلان( ٚ ط ؾ ثشادٌٟ. اٌش٠بم١بد الاعبع١خ ٌلالزقبد١٠ٓ. رشعّخ اٌذوزٛس اِٛسٞ ٘ب   - 2

 .1991وبظُ ٚاٌذوزٛس اثشا١ُ٘ ِٛعٝ اٌٛسد. داس اٌؾىّخ ٌٍطجبعخ ٚإٌؾش. ثؽذاد . 

 –عبِعمخ ثؽمذاد  –و١ٍمخ الاداسح ٚالالزقمبد  -ِجبدٞء الالزقمبد اٌش٠بممٟ -ؽغ١ٓ عٍٟ ثخ١ذ   -3

2000. 

 . اٌؾجىخ اٌذ١ٌٚخ اٌّعٍِٛبر١خوزبة ِٕؾٛس  –اٌش٠بم١بد الالزقبد٠خ    -4

الالزقمممبد اٌش٠بممممٟ. داس ا١ٌمممبصٚسٞ اٌع١ٍّمممخ ٌٍٕؾمممش ٚاٌزٛص٠ع.عّمممبْ.  ِٕبممممً اٌغمممٛاسٞ .   -5

2010. 

ٚاص١ممً عجممذ اٌغجممبس اٌغممِٛشد ، ِممذخً اٌممٝ الالزقممبد اٌش٠بمممٟ، داس اٌٛرممبس، اثممٟ محمد فممجشٞ  -6

 .1993اٌىزت ٌٍطجبعخ ٚإٌؾش ، اٌّٛفً، 

  

7-Chiang,A.C; Fundamental Methods of Mathematical Economics. 

McGraw Hill. 1984. 

8-G.Tian. Mathematical Economics (lecture notes). Published on line 

www.google.com.  

9-Jacques . Jan. mathematics for Economics and Business. 5
th

 edition. 

Printice Hall. 2006.  

 

 

 
 

 
 

 
 

 -:اٌرؼشف ػ٠ٍٝٙذف ٘زا اٌفظً اٌٝ 

 

 اٌذٚاي اٌّرضا٠ذج ٚاٌّرٕالظح 



 88 

 ٜٛاٌم١ُ اٌمظ 

 ذطث١ماخ الاِص١ٍح الالرظاد٠ح 

 ِثذا ذغاٚٞ اٌرىا١ٌف اٌؽذ٠ح ٚالا٠شاداخ اٌؽذ٠ح ٌرؽم١ك الاِص١ٍح 
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 اٌفظً اٌشاتغ

 الاِص١ٍح ٌٍذٚاي الالرظاد٠ح راخ اٌّرغ١ش اٌٛاؼذ

Optimization of Functions of One variable 
   

ّٔٛرط اٌّذسٚط ٌلأّٔٛرط الزقبدٞ ٘ٛ رؾذ٠ذ اٌؾٍٛي اٌّضٍٝ أْ اٌٙذؾ الاعبط ـٟ ثٕبء أٞ ئ      

اْ رؾم١ك اٌٙذؾ اٌشئ١ظ ٌٍّٕؾأح ٚ٘ٛ سـع اٌم١ّخ اٌغٛل١خ ٌٍّٕؾأح ـٟ اٌغٛق لا ٠زؾمك الا عٓ  ئر، 

ٓ ّ٘ممممب ، اٌزع مممم١ُ ٚرمغممممُ الاِض١ٍممممخ اٌممممٝ ؽممممبٌز١ ،هش٠ممممك رع مممم١ُ الاسثممممبػ ٚخفممممل اٌزىممممب١ٌؿ

Maximization  ٚاٌزذ١ٔخ ،Minimization ٝٚعمٕزٕبٚي ـمٟ ٘مزا اٌفقمً هش٠ممخ اٌٛفمٛي اٌم .

الاِض١ٍخ ـٟ إٌّبرط الالزقبد٠خ عٓ هش٠ك رؾذ٠ذ اٌم١ُ اٌمقٜٛ ثؾم١ٙب ) اٌع ّمٝ ٚاٌمذ١ٔب( ٌٍمذٚاي 

 ؼ١ش٘ب.ّٔٛرط ، ِضً داٌخ اٌزىب١ٌؿ اٌى١ٍخ ٚالاسثبػ اٌى١ٍخ ٚداٌخ الأزبط ٚالأِٛمٛع 

ٚلجممً اٌممذخٛي ـممٟ رفبفمم١ً الاِض١ٍممخ لاثممذ ِممٓ اعممزعشاك ثعممل اٌّفممب١ُ٘ اٌش٠بممم١خ راد اٌعلالممخ          

 عٍٝ ـُٙ اٌّٛمٛع. رغبعذثّٛمٛع الاِض١ٍخ ٚاٌزٟ 

  Increasing and Decreasing functionsاٌذٚاي اٌّرضا٠ذج ٚاٌذٚاي اٌّرٕالظح 
رزضا٠مذ  yِؾمذدح ِمٓ الاعمذاد ارا وبٔمذ لم١ُ اٌذاٌمخ  ِذحٟ٘ داٌخ ِزضا٠ذح ـٟ  xfy)(ٔمٛي اْ اٌذاٌخ     

 -، أٞ اْ: اٌفزشحاٌزٟ رٕزّٟ اٌٝ ٘زٖ xِع رضا٠ذ ل١ُ 
)()( 21 xfxf  

21ثؾ١ش اْ  اٌّذحمّٓ  xٚرٌه ٌغ١ّع ل١ُ  xx . 

عٍٝ اٌذٚاي اٌّزضا٠ذح ٘مٟ داٌمخ اٌعمشك ار اْ اٌى١ّمخ اٌّعشٚممخ  رغذس الاؽبسح اٌٝ اْ خ١ش ِضبي

 رضداد  ثض٠بدح اٌغعش وّب ٘ٛ ِعٍَٛ.

 yِؾممذدح ِممٓ الاعممذاد ارا وبٔممذ لمم١ُ اٌذاٌممخ  ِممذح٘ممٟ داٌممخ ِزٕبلقممخ ـممٟ  xfy)(ٔمممٛي اْ اٌذاٌممخ       
 -، أٞ اْ: اٌّذحاٌزٟ رٕزّٟ اٌٝ ٘زٖ xزٕبلـ  ِع رضا٠ذ ل١ُ ر

)()( 21 xfxf  

21ثؾ١مممش اْ  اٌّمممذحممممّٓ  xٚرٌمممه ٌغ١ّمممع لممم١ُ  xx  . اٌطٍمممت ٚاؽمممذح ِمممٓ اٌمممذٚاي ٚرّضمممً داٌمممخ

 اٌغعش. اٌّزٕبلقخ ؽ١ش رزٕبلـ اٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ ثض٠بدح

 

 ٚاٌؾىً اٌج١بٟٔ الارٟ ٠ٛمؼ اٌذٚاي اٌّزٕبلقخ ٚاٌّزضا٠ذح :
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 ( اٌذٚاي اٌّزٕبلقخ ٚاٌّزضا٠ذح ٚاٌضبثزخ22ؽىً )

 

 

 اخرثش اٌذٚاي الاذ١ح ِٓ ؼ١س اٌرضا٠ذ ٚاٌرٕالض :4.1ِصايل
PQPQ ds 325)2240)1  

 

 اٌؽً

 ل١ُ اٌذاٌر١ٓ : ٔؼٛع ِعّٛػح ِٓ الاػذاد اٌؼشٛائ١ح فٟ اٌذاٌر١ٓ ٚٔشٜ و١ف ذرعٗ

1  PQs 240 

PQs 240 P 

42)1(240 sQ 1 

44)2(240 sQ 2 

46)3(240 sQ 3 

 ٚ٘زا ٠عٕٟ اْ اٌذاٌخ ِزضا٠ذح sQصادد ل١ُ  Pِٓ ِلاؽ خ ل١ُ اٌغذٚي ٔغذ أٗ ثض٠بدح ثم١ُ 

 

 

 

2)PQd 325 

PQd 325 P 

22)1(325 dQ 1 

19)2(325 dQ 2 

16)3(325 dQ 3 
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 ٚ٘زا ٠عٕٟ اْ اٌذاٌخ ِزٕبلقخ dQل١ُ ٔمقذ  Pِٓ ِلاؽ خ ل١ُ اٌغذٚي ٔغذ أٗ ثض٠بدح ل١ُ 

 

 :Extreme Valuesاٌم١ُ اٌمظٜٛ 
 رؾ١ش اٌم١ُ اٌمقٜٛ ٚاٌزٟ رؾًّ  اٌم١ُ اٌع ّٝ ٚاٌقؽشٜ اٌٝ الاعذاد اٌزٟ رّضً اوجش 

 اٌّذسٚعخ ، ٠ّٚىٓ رّض١ً اٌم١ُ اٌمقٜٛ ٌٍذاٌخ اٌّذحل١ّخ رؾممٙب اٌذاٌخ ٚوزٌه افؽش ل١ّخ مّٓ 

 -ىً الارٟ:ثبٌؾ

 
 xfy)(( اٌم١ُ اٌمقٜٛ ٌٍذاٌخ 23ؽىً )

 

ارا ِبلٛسٔذ ثمم١ُ اٌذاٌمخ اٌزمٟ  xf)(رّضً ل١ّخ ع ّٝ ٌٍذاٌخ Aاْ إٌمطخ  (23)ٔلاؽع ِٓ اٌؾىً 

صمُ ثعمذ  Aقمً اٌمٝ إٌمطمخ ٔلاؽع اْ ِٕؾٕٝ اٌذاٌخ ٠جمٝ ِزغٙب اٌٝ الاعٍمٝ اٌمٝ اْ ٠ وّبؽٌٛٙب ، 

اٚ   Local maximumثمبٌع ّٝ اٌّؾ١ٍمخ  Aرٌمه ٠زغمٗ ِٕؾمذسا اٌمٝ الاعمفً ، ٚرغمّٝ إٌمطمخ 

رؾمممممك ل١ّممممخ ٔغممممج١خ عٕممممذ xfy)(، ٚاْ اٌذاٌممممخ  Relative maximumاٌع ّممممٝ إٌغممممج١خ 

1xxٖاٌم١ّخ اٌع ّٝ ٟ٘  ٚ٘ز)( 1xf 
ارا ِبلٛسٔذ ثم١ُ اٌذاٌخ اٌزٟ ؽٌٛٙمب ،  xf)(ـزّضً ل١ّخ فؽشٜ ٌٍذاٌخ  Bاِب ـ١ّب ٠زعٍك ثبٌٕمطخ   

صمُ ٠زغمٗ فمعٛدا ثعمذ  Bٔلاؽع اْ ِٕؾٕٝ اٌذاٌخ ٠ٕؾمذس اٌمٝ الاعمفً اٌمٝ اْ ٠قمً اٌمٝ إٌمطمخ  ئر

 Relativeاٚ اٌقؽشٜ إٌغج١خ   Local Minimumثبٌقؽشٜ اٌّؾ١ٍخ  Bرٌه. ٚرغّٝ إٌمطخ 

Minimum  ٚٔممٛي اْ اٌذاٌممخ ،)(xfy  2رؾممك ل١ّممخ فمؽشٜ ٔغممج١خ عٕمذxx  ٚ٘ممزٖ اٌم١ّممخ

 ٟ٘)( 2xf. 
ِٛاص ٌٍّؾمٛس الاـممٟ  A  ٚB( ٔلاؽع اْ اٌّّبط اٌزٞ ٠ّش ثبٌٕمطخ 23ٚثبٌشعٛع اٌٝ اٌؾىً )  

ٚاٌزٞ ٠عٕٟ اْ ١ًِ اٌّّبع١ٓ ٘ٛ ففش ، ٚؽ١ش اْ ل١ّخ اٌّؾزمخ الاٌٚٝ عٕذ ٔمطخ رؾ١ش اٌمٝ ١ِمً 

)(0ْ ااٌّّبط عٕذ رٍه إٌمطخ ـ 1  xf  ٚ0ا
1




x
y

)(0، ٚوزٌه اٌؾبي ثبٌٕغمجخ اٌمٝ  2  xf  ٚا

0
2




x
y

ٚوّمب ِٛممؾخ ثبٌؾمى١ٍٓ  Critical Points، ٠ٚطٍك عٍٝ ٘زٖ إٌممبه ثبٌٕممبه اٌؾشعمخ 

 (.25( ٚ )24اٌج١ب١١ٔٓ الار١١ٓ )
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 ( اٌم١ّخ اٌؾشعخ ـٟ ؽبٌخ اٌزع 24ُ١ؽىً )

 

 
 ( اٌم١ّخ اٌؾشعخ ـٟ ؽبٌخ اٌزذ١ٔخ25) ؽىً

اٌمٛي أٗ ٌٍؾقٛي عٍٝ اٌم١ُ اٌمقٜٛ ٠ٕجؽٟ اٚلا اْ ٔغذ عزٚس اٌّؾزمخ الاٌٚٝ صُ ٔؾذد ٚخلافخ 

ـ١ّممب ارا وبٔممذ اٌممم١ُ ع ّممٝ اَ فممؽشٜ ، ٠ٚممزُ اخزجممبس ـ١ّممب ارا وبٔممذ إٌمطممخ فممؽشٜ اٚ ع ّممٝ 

 ثبلاعزّبد عٍٝ الاخزجبس الارٟ:

 -ـبٔٗ: xfy)(٘ٛ اؽذ عزٚس اٌّؾزمخ الاٌٚٝ ٌٍذٌخ  ١ٌaxىٓ 

)(0ارا وبٔذ  -  af  ٚ02ا

2




x
y

  axـزٛعذ ل١ّخ ع ّٝ عٕذ   

)(0ارا وبٔذ  -  af  ٚ02ا

2




x
y

 axـزٛعذ ل١ّخ فؽشٜ عٕذ   
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 -رٟ:أثّب ٠ xfy)(٠ّٚىٓ رٍخ١ـ خطٛاد ا٠غبد اٌم١ُ اٌمقٜٛ ٌٍذاٌخ 

 صُ ٔغذ عزٚس٘ب. xfy)(ٔغذ اٌّؾزمخ الاٌٚٝ ٌٍذاٌخ  .1

ٔغذ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ ٌٍذاٌخ ٚٔعٛك عزٚس اٌّؾزمخ الاٌٚٝ اٌزٟ رُ ا٠غبد٘ب ثبٌخطٛح اٌغمبثمخ   .2

ـمٟ ؽم١ٓ  ،ىمْٛ ٕ٘بٌمه ل١ّمخ ع ّمٝزبٔذ ل١ّخ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ عٕذ اٌزع٠ٛل عبٌجخ ـرا وٚئ

را ئِمب أىمْٛ ٕ٘مبن ل١ّمخ فمؽشٜ. زارا وبٔذ ل١ّخ اٌّؾمزمخ اٌضب١ٔمخ عٕمذ اٌزعم٠ٛل ِٛعجمخ ـ

وبٔممذ ل١ّممخ اٌّؾممزمخ اٌضب١ٔممخ عٕممذ اٌزعمم٠ٛل فممفشا ـ١ىممْٛ الاخزجممبس لممذ ـؾممً ـممٟ اعطممبء 

 Second٘ممزا الاخزجمبس ثبخزجمبس اٌّؾممزمخ اٌضب١ٔمخ ِعٍِٛمبد عمٓ اٌممم١ُ اٌمقمٜٛ. ٠ٚغمّٝ 

Derivative test  

 

 

 

  : اٚظذ اٌم١ُ اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح :4.2ِصاي ل

463)( 2  xxxfy 

 اٌؽً

 -ٔطثك اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح شُ ٔعذ ظزٚس٘ا وّا ٠اذٟ:

1066 



xx
x
y

 

 -ٜٛ وّا ٠اذٟ:ٔطثك اخرثاس اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرؽذ٠ذ ٔٛع اٌم١ّح اٌمظ

062

2




x
y

 

 

 

 ٚ٘زٖ اٌم١ّح ٟ٘: 1xٕ٘ا ٔعذ اْ اٌّشرمح اٌصا١ٔح عاٌثح ٚ٘زا ٠ؼٕٟ ٚظٛد ل١ّح ػظّٝ ػٕذ 

74)1(6)1(3)1( 2  fy 

 -ٚوّا فٟ اٌشىً الاذٟ: 7ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ اوثش ل١ّح عرؽممٙا اٌذاٌح ٟ٘ 
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)(463اٌخ ( اٌم١ّخ اٌع ّٝ ٌٍذ26ؽىً ) 2  xxxfy 

  : اٚظذ اٌم١ُ اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح :4.3ِصايل

518
2
3

)( 23  xxxxfy 

 اٌؽً

 -ٔعذ اٌّشرمح الاٌٚٝ ٌٍذاٌح شُ ٔعذ ظزٚس٘ا وّا ٠اذٟ:

01833 2 



xx
x
y

 

 -: إر يْداٌح ذشت١ؼ١ح ٔعذ ظزٚس٘ا ػٓ ؽش٠ك اٌمأْٛ اٌؼاَ  اٌّزوٛسجٚاٌذاٌح 
3,3,18  abc 

23
6
153

6
2253

)3(2
)18)(3(4)3()3(

2
4 22















xorx

x

a
acbb

x

 

 

 -ٔطثك الاْ اخرثاس اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرؽذ٠ذ ٔٛع اٌم١ّح اٌمظٜٛ ٚوّا ٠اذٟ:

36)(2

2





xxf
x
y

 

 -فٟ داٌح اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرؽذ٠ذ ٔٛع اٌم١ّح اٌمظٜٛ وّا ٠اذٟ: 3xٔؼٛع الاْ 

0153)3(6)3(2

2





f
x
y

 

  -ٚ٘زٖ اٌم١ّح ٟ٘ : 3xّح طغشٜ ػٕذ ٚ٘زا ٠ؼٕٟ ٚظٛد ل١
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5.355)3(18)3(
2
3

)3()3( 23  fy 

 -فٟ داٌح اٌّشرمح اٌصا١ٔح ٌرؽذ٠ذ ٔٛع اٌم١ّح اٌمظٜٛ وّا ٠اذٟ: 2xٔؼٛع الاْ 
0153)2(6)2( f 

 -ٟ٘: ٚ٘زٖ اٌم١ّح 2xٚ٘زا ٠ؼٕٟ ٚظٛد ل١ّح ػظّٝ ػٕذ 

275)2(18)2(
2
3

)2()2( 23  fy 

 -اٌذاٌح ت١ا١ٔا وّا فٟ اٌشىً الاذٟ: ٠ًّٚىٓ ذّص١

 

518( رّض١ً اٌذاٌخ 27ؽىً )
2
3

)( 23  xxxxfy ث١ب١ٔب 

 

ا  : ظذ اٌم١ُ اٌمظٜٛ ٌٍذاٌح ا4.4٢ِصايل  .ذ١ح  ِٚصٍٙا ت١ا١ٔا

 

41232)( 23  xxxxfy 

 اٌؽً

 ٔغزخشط اٌّؾزمخ الاٌٚٝ  ٚاٌضب١ٔخ ٌٍذاٌخ

612)(
1266)( 2




xxf
xxxf

 

 ٔؾزبط اٌٝ ؽً اٌّؾزمخ الاٌٚٝ ٌٍذاٌخ لأٙب ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ :

1,2
2

31
2

91
)1(2

))2)(1(41(1

02

61266

2

2

2
















x

xx

xx

 

 ،  1ٚ  -2ّ٘ب  x  رٛعذ ل١ّزبْ ِٓ اٌؾً ٌـ

1(f(ٚ  f)2(ٌٚزق١ٕؿ إٌمطز١ٓ ٔؾزبط اٌٝ ا٠غبد   :ْأٞ ا- 


