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 اٌفظً اٌخاِظ

 اخ اٌّرؼذدجالاِص١ٍح ٌٍذٚاي الالرظاد٠ح راخ اٌّرغ١ش

Optimization of Functions of Several variables 
 ِمذِح

، ؼ١مش اْ ٕ٘مبن دٚالا رٕبٌٕٚب ـٟ اٌفقً اٌشاثع الاِض١ٍمخ ٌٍمذٚاي الالزقمبد٠خ راد اٌّزؽ١مش اٌٛاؽمذ   

وضش ِٓ ِزؽ١ش ِغزمً رغّٝ ثذٚاي راد ِزؽ١شاد ِزعمذدح وّمب ـمٟ داٌمخ اٌطٍمت أالزقبد٠خ رؾزٛٞ  

 اٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ ثّغّٛعخ ِٓ اٌّزؽ١شاد ٚوّب ٠برٟ: ببصش ـ١ٙالار١خ ٚاٌزٟ رز
),,,,( 321 pd NYPPPfQ  

 Unconstrainedٚعمممٕزٕبٚي ـمممٟ ٘مممزا اٌفقمممً الاِض١ٍمممخ ٌٍمممذٚاي الالزقمممبد٠خ ؼ١مممش اٌّم١مممذح   

Optimization   ٚاٌذٚاي الالزقبد٠خ اٌّم١ذحConstrained Optimization . 

اٌّزؽ١ش اٌّغزمً اٌٛاؽذ ٚاٌؾمشٚه اٌٛاعمت رٛاـش٘مب ٌىمٟ رىمْٛ ٚوّب لاؽ ٕب ـٟ ؽبٌخ اٌذٚاي راد 

اٌؾمشٚه اٌٛاعمت رٛاـش٘مب ـمٟ ؽبٌمخ اٌمذٚاي راد  ـٕٛمؼ اٌذاٌخ عٕذ ل١ّزٙب اٌع ّٝ اٚ اٌقؽشٜ، 

اٌّزؽ١شاد اٌّزعذدح ٌٚغٌٙٛخ اٌزؾ١ًٍ عٕبخز اٚلا اٌذٚاي راد ِزؽ١ش٠ٓ ـمو ، صُ  اٌمذٚاي اٌّزنمّٕخ 

 اوضش ِٓ ِزؽ١ش٠ٓ ِغزم١ٍٓ.

 

 اٚلا: اٌذٚاي الالرظاد٠ح راخ ِرغ١ش٠ٓ ِغرم١ٍٓ
),(ٚ٘مٟ   XX,12ٔفزشك ٚعٛد اٌذاٌخ الار١خ راد اٌّزؽ١مش٠ٓ اٌّغمزم١ٍٓ    21 XXfY  ٟ٠ٕٚجؽم

 رٛاـش ؽشه١ٓ ١ِّٙٓ ٌىٟ رىْٛ اٌذاٌخ عٕذ ٔٙب٠زٙب اٌع ّٝ اٚ اٌقؽشٜ )اٌذ١ٔب(

: اٌّؾمزمبد اٌغضئ١مخ الاٌٚمٝ ٌٙمزٖ  Necessary Condition اٌؾمشه اٌنمشٚسٞ )اٌملاصَ( -1

 -اٌذاٌخ ٠غت اْ رغبٚٞ ففشا أٞ اْ:
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وزبثخ سِٛص اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ الاٌٚٝ ثق١ػ ِخزٍفخ ٌزعذد ف١ؽٙب ـٟ ثعل اٌىزت  ذِلاؽ خ: رّ

 ؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍطبٌت ِلاؽ زٙب ع١ّعب.

 

: اْ رىْٛ ل١ُ اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ اٌضب١ٔخ ٌٍذاٌخ عٕذ   Sufficient Conditionاٌؾشه اٌىبـٟ  -2

 اٌم١ُ اٌؾشعخ ٚوّب ٠برٟ:

 0ْ رىمممممممْٛ ِٛعجمممممممخ ـمممممممٟ ؽبٌمممممممخ إٌٙب٠مممممممبد اٌقمممممممؽشٜ أٞ اْ ئ, 2
2

2

2
1

2








X
Y

X
Y

اٚ  

 0, 2211 ff.٠ٚعٕٝ رٌه اْ اٌذاٌخ ِزغٙخ اٌٝ الاعٍٝ عٕذ اٌم١ّخ اٌؾشعخ ، 
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 جؽٟ اْ رىمْٛ اٌّؾمزمبد اٌغضئ١مخ اٌضب١ٔمخ ٌٍذاٌمخ عمبٌجخ أٞ ِب ـٟ ؽبٌخ إٌٙب٠بد اٌع ّٝ ـ١ٕأ
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اٚ   0, 2211 ff  ُ٠ٚعٕممٟ رٌممه اْ اٌذاٌممخ ِزغٙممخ اٌممٝ الاعممفً عٕممذ اٌممم١

 اٌؾشعخ.

 ع١ّعٙمب ِب ـٟ ؽبي ِعشـخ وْٛ اٌذاٌخ ـٟ ؽبٌزٙمب اٌّضٍمٝ عٕمذ إٌ مش ا١ٌٙمب ِمٓ الارغب٘مبدأ -3

 اٌؾشه الارٟ: ـ١ٕجؽٟ اْ ٠زؾمك
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 Local)ْ اٌذاٌخ راد ل١ّخ ع ّٝ اٚ فؽشٜ ِؾ١ٍخ اـ اٌّزوٛسٚـٟ ؽبي عذَ رٛاـش اٌؾشه 

Maximum or Minimum)  ١ٌٚغذ ل١ّخ و١ٍخGlobal  ً٠ّٚىٓ رٛم١ؼ رٌه ث١ب١ٔب ِٓ اٌؾى.

 الارٟ:

 
 ( إٌمبه اٌّؾ١ٍخ اٌع ّٝ ٚاٌقؽشٜ ٚاٌى١ٍخ31ؽىً سلُ )

اٌزٟ ٠ّىٓ اْ ر ٙش ثٙب اٌذاٌخ  ـفٟ اؽ١بْ اخشٜ لا٠ىفٟ  ع١ّعٙب اٌؾبلاد روشٔبٖ آٔفب لا ٠ّضًاْ ِب

اْ رزؾبثٗ الاؽبساد اٌغجش٠خ ٌٍّؾزمبد اٌغضئ١خ اٌضب١ٔخ ٌزؾم١ك إٌٙب٠بد اٌع ّٝ ٚاٌذ١ٔب ٌٍذاٌخ ِٚمٓ 

 -٘زٖ اٌؾبلاد :

ْ ؽبفمً ممشة اٌّؾمزمبد الاؽبساد اٌغجش٠خ ٌٍّؾزمبد اٌغضئ١خ اٌضب١ٔخ ؼ١ش ِزؾبثٙخ ٚوب -1

ٕ٘ب ١ٌغذ ٌٍذاٌخ ٔٙب٠خ ع ّٝ اٚ فؽشٜ ٚأّب ٚاٌضب١ٔخ الً ِٓ ل١ّخ ِشثع اٌّؾزمخ اٌّزمبهعخ ، 

 -، أٞ اْ:Saddle Pointعٕذ ٔمطخ رغّٝ إٌمطخ اٌغشع١خ 

    2122211 fff  

٠ٚ22جٓ اٌؾىً اٌج١بٟٔ الار١خ إٌمطخ اٌغشع١خ ٌٍذاٌخ   YXZ  شح ثبٌٍْٛ الاؽّشـٟ ِإؽ

 ٚعو اٌؾىً اٌج١بٟٔ
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 ( إٌمطخ اٌغشع١خ32ؽىً )

اْ ؽبفمً ممشثّٙب  ئلارا وبٔذ الاؽبساد اٌغجش٠خ ٌٍّؾزمبد اٌغضئ١خ اٌضب١ٔخ ِزؾمبثٙخ ئِب أ -2

ِعب الً ِٓ ل١ّخ ِشثع اٌّؾزمخ اٌّزمبهعخ عٕذ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ اٌذاٌخ عٕذ ٔمطمخ رعمشؾ ثٕمطمخ 

 -، أٞ اْ: Inflection Pointالأملاة 

    2122211 fff  

XXXYؽذ اؽىبي ٔمطخ الأملاة ٌٍذاٌخ أرٟ ٠ٚجٓ اٌؾىً اٌج١بٟٔ ا٢ 106 23 : 
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 ( اٌزّض١ً اٌج١بٟٔ ٌٕمطخ أملاة ِع١ٕخ33ؽىً )

ٚاٌغذٚي الارٟ ٠ٛمؼ ؽشٚه إٌٙب٠بد اٌع ّٝ ٚاٌقؽشٜ ٌٍذٚاي راد ِزؽ١ش٠ٓ 
),( 21 XXfY 

 . ؽشٚه إٌٙب٠بد اٌع ّٝ ٚاٌقؽشٜ ٌٍذٚاي راد ِزؽ١ش٠ٓ ِغزم1ٓ١ٍٚي عذ

 اٌؾشه

Conditio

n 

 ٔمطخ د١ٔب

Minimum 

 ٔمطخ ع ّٝ

Maximum 

 ٔمطخ أملاة

Inflection 

Point 

 ٔمطخ عشع١خ

Saddle Point 

 الاٚي

1st 

021  ff 021  ff 021  ff 021  ff 

 اٌضبٟٔ

2nd 

0, 2211 ff 0, 2211 ff 0, 2211 ff 
or 

0, 2211 ff 0,0

0,0

2211

2211





ff
or

ff

 

 اٌضبٌش

3rd 
 2122211 fff 

 

 2122211 fff 
 

 2122211 fff 
 

 2122211 fff  

 

 شا١ٔا: اٌذٚاي الالرظاد٠ح ِرؼذدج اٌّرغ١شاخ 
اٌمذٚاي  ٔعمشك اٌذٚاي اٌزمٟ رؾزمٛٞ ِزؽ١مش٠ٓ ِغمزم١ٍٓ ـممو ، ٕٚ٘مب اٌغبثمخرٕبٌٕٚب ـٟ اٌفمشح اٚلا  

 ٌٕٚفزشك اْ ٌذ٠ٕب اٌذاٌخ الار١خ: ٚأوضشِزعذدح اٌّزؽ١شاد أٞ صلاصخ ِزؽ١شاد 
),,.........,,( 321 nXXXXfY 
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اي ٠ٕجؽٟ رٛاـش اٌؾشٚه الار١خ ٌزىْٛ اٌذاٌخ عٕذ ٔٙب٠زٙب اٌع ّٝ اٚ اٌقؽشٜ ٚوّب ِٚضً ٘زٖ اٌذٚ

 -٠برٟ:

: ٘ٛ اْ رجٍػ اٌذاٌخ ٔمطخ اعزمشاس٘ب ، Necessary Condition اٌؾشه اٌنشٚسٞ )اٌلاصَ(  -1

ٟ أٞ اْ اٌذاٌخ عٕذ ٘زٖ إٌمبه ١ٌغذ ِزضا٠ذح ٚلا ِزٕبلقخ ) أٞ اْ اٌذاٌخ عٕذ اٌم١ّخ اٌؾشعمخ(، ٚـم

٘زٖ إٌمطخ رىْٛ ع١ّع اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ الاٌٚٝ ٌٍذاٌخ ثبٌٕغجخ ٌٍّزؽ١شاد اٌّغزمٍخ رغمبٚٞ فمفشا 

 -، أٞ اْ:
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: ٕ٘مممب ٠ٕجؽمممٟ اٌؾقمممٛي اٚلا عٍمممٝ ِقمممفٛـخ   Sufficient Conditionاٌؾمممشه اٌىمممبـٟ  -2

دح رفبمممً اٌذاٌممخ عضئ١ممب ثبٌٕغممجخ اٌّؾمزمبد اٌغضئ١ممخ ِممٓ اٌذسعممخ اٌضب١ٔمخ ، ٠ٚممزُ رٌممه ِممٓ خمملاي اعمب

ٚثّممب إٔممب ٔزٕممبٚي اٌممذٚاي ِزعممذدح اٌّزؽ١ممشاد، عممٕفشك اْ عممذد اٌّزؽ١ممشاد  ،ٌغ١ّممع اٌّزؽ١ممشاد

٠ٚعٕمٟ رٌمه اْ ٘مزٖ اٌّقمفٛـخ رؾزمٛٞ عٍمٝ  nاٌّغزمٍخ ـٟ اٌذاٌمخ ٠غمبٚٞ  nn  ِمٓ اٌعٕبفمش

 -ٚوّب ٠برٟ:
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,......,,12ٚثعذ اعزخشاط اٌم١ُ اٌؾشعخ ٌىً ِٓ  XXXn  ٠زع١ٓ رطج١ك ؽشٚه اٌفئخ اٌضب١ٔخ ٌّعشـخ

اْ ٘زٖ اٌخطٛاد رزطٍت اعزخذاَ  ئلاِب ارا وبٔذ اٌم١ُ اٌؾشعخ رعجش عٓ ٔمطخ لقٜٛ اَ د١ٔب. 

 اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ.

 Hessian Determinantاٌّؽذد ا١ٌٙغٟ 

 Second Order Conditionٌزؾممخ١ـ اعممز١فبء ؽممشه اٌفئممخ اٌضب١ٔممخ  ٠غممزخذَ ٘ممزا اٌّؾممذد  
اـزمشاك اٌذاٌمخ ئر عٕمذ اٌخبؿ ثبٌٕمبه اٌّضٍٝ عمٛاء اٌع ّمٝ اٚ اٌمذ١ٔب ٌٍمذٚاي ِزعمذدح اٌّزؽ١مشاد، 

 -الار١خ :
),,( 321 XXXfY 

 -ْ:ـا First Order Conditionٚثعذ رطج١ك ؽشه اٌفئخ الاٌٚٝ 
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123ِٚٓ صُ اعزخشاط اٌم١ُ اٌؾشعخ ٌىً ِٓ  ,, XXX ٠زع١ٓ رطج١ك ؽشه اٌفئمخ اٌضب١ٔمخ ٌّعشـمخ ِمب ،

 ع١ّعٙمب ٚرىمْٛ عٕبفمش اٌّؾمذد ا١ٌٙغمٟ ،َ د١ٔمبأارا وبٔذ اٌم١ُ اٌؾشعمخ رعجمش عمٓ ٔمطمخ ع ّمٝ 

بد اٌغضئ١مخ ِؾزمبد عضئ١خ صب١ٔخ ، ثعنٙب ِجبؽش ٚرمع عٍٝ اٌمطمش اٌمشئ١ظ، ـمٟ ؽم١ٓ رممع اٌّؾمزم

ارا  2Hِممٓ اٌفئممخ اٌضب١ٔممخ  ٠ٚHىممْٛ اٌّؾممذد ا١ٌٙغممٟ  ١ٔممخ اٌّزمبهعممخ خممبسط اٌمطممش اٌممشئ١ظ،اٌضب

ارا وبٔممذ رنممُ صلاصممخ ِزؽ١ممشاد  3Hوبٔممذ اٌذاٌممخ رنممُ ِزؽ١ممش٠ٓ ِغممزم١ٍٓ ، ِٚممٓ اٌفئممخ اٌضبٌضممخ 

 -ذاٌخ ـبْ اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ ٌٙب ع١ىْٛ:ِغزمٍخ. ٚثبٌٕغجخ ٌٍ

333231

232221

131211
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H  

 ٚـٟ ؽبٌخ إٌمبه اٌع ّٝ رىْٛ:
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,.......0,0,0,0 4321  HHHH 

 ٚـٟ ؽبٌخ إٌمبه اٌذ١ٔب رىْٛ:

,.....0,0,0 321  HHH 

 

٠ٚؾممم١ش اٌغمممذٚي الارمممٟ اٌمممٝ ؽمممشٚه إٌٙب٠مممبد اٌع ّمممٝ ٚاٌقمممؽشٜ ٌٍمممذٚاي ِزعمممذدح اٌّزؽ١مممشاد 

),....,,( 21 nXXXfY: 

 . ؽشٚه إٌٙب٠بد اٌع ّٝ ٚاٌقؽشٜ ٌٍذٚاي ِزعذدح اٌّزؽ١شاد2عذٚي 

 اٌؾشه

Condition 

 إٌمطخ اٌع ّٝ

Maximum 

 إٌمطخ اٌذ١ٔب

Minimum 

1st 0.....21الاٚي   nfff 0.....21  nfff 

2nd 0....,,0,0اٌضبٟٔ  21  nHHH 0,...,, 21 nHHH 

 

 

 

 

 

 

  Bordered Hessian Determinantا١ٌٙغٟ اٌّؤؽش  اٌّؽذد
ٚ أٌع ّمٝ ا٠غزخذَ ٘زا اٌّؾذد ٌزؾخ١ـ اعز١فبء ؽشه اٌفئخ اٌضب١ٔخ اٌخبؿ ثبٌٕمبه اٌّضٍٝ عمٛاء   

 -اٌذ١ٔب ٌٍذٚاي ِزعذدح اٌّزؽ١شاد اٌخبمعخ ٌم١ٛد ثبـزشاك اٌذاٌخ الار١خ ِضلا:
),( 21 XXfY 

),(            اٌخبمعخ ٌٍم١ذ             21 XXgG 

 -رىْٛ عٕذئز: Composite Functionْ اٌذاٌخ اٌّشوجخ اـ
 GXXgXXfF  ),(),( 2121  

٠ٚىْٛ اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ اٌّإهش  ٠Lagrange Multiplierعجش عٓ ِنبعؿ لاوشأظ  ؽ١ش 

 -اْ: ئر 2Hثبٌٕغجخ ٌٙزٖ اٌذاٌخ ِٓ اٌفئخ اٌضب١ٔخ ٠ٚشِض ٌٗ 
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 -ـٟ ؽبٌخ إٌمطخ اٌع ّٝ ٠ىْٛ:

.,.........0,0,0 432  HHH 

أٞ اْ ل١ّخ اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ اٌّإهش رىْٛ ِٛعجخ ارا وبٔذ ـئخ اٌّؾذد صٚع١خ ، أٞ اْ داٌخ اٌٙمذؾ 

، أٞ اْ داٌمخ اٌٙمذؾ  رنُ عذدا صٚع١ب ِٓ اٌّزؽ١شاد ، ٚرىْٛ عبٌجخ ارا وبٔذ ـئمخ اٌّؾمذد ـشد٠مخ

 رنُ عذدا ـشد٠ب ِٓ اٌّزؽ١شاد اٌّغزمٍخ.

 -ـٟ ؽبٌخ إٌمطخ اٌذ١ٔب ٠ىْٛ:
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.,.........0,0,0 432  HHH 

أٞ اْ ل١ّخ اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ اٌّإهش رىْٛ عبٌجخ دائّب ثقشؾ إٌ ش عٓ عذد اٌّزؽ١مشاد اٌّغمزمٍخ 

 ـٟ داٌخ اٌٙذؾ.

زمٍخ ـبٔٙب ٠ّىٓ ا٠نب اْ رخنع ٌعذح ل١ٛد ، ٚوّب اْ داٌخ اٌٙذؾ ٠ّىٓ اْ رنُ عذح ِزؽ١شاد ِغ

 -أٞ اْ اٌذاٌخ اٌّشوجخ ٠ّىٓ اْ ربخز اٌؾىً اٌعبَ الارٟ:

 





mj

j
jnjjn GXXXgXXXfL

1
2121 ),....,,(),.....,,(  

 -ٚعٕذئز ٠ىْٛ اٌّؾذد ا١ٌٙغٟ اٌّإهش وّب ٠برٟ:
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ح عمم١زُ الاؽممبسح اٌممٝ لاعمم١ّب الاِض١ٍممخ اٌّم١ممذٚٚثّممب اْ اعممزخذاَ اٌّؾممذداد ـممٟ ؽممً ِغممبئً الاِض١ٍممخ 

دْٚ اٌذخٛي ـٟ رفبف١ً ؽً اِضٍخ رخزـ ثٙزا إٌٛع ٚأّب عم١زُ اٌٍغمٛء اٌمٝ ِٓ اهبس٘ب إٌ شٞ 

 ِغبئً الً فعٛثخ رزٕبعت ِٚغزٜٛ اٌطبٌت ـٟ ِشؽٍخ اٌجىبٌٛس٠ٛط.

ثعذ اٌزعشؾ عٍٝ اٌغضء إٌ مشٞ ٌلاِض١ٍمخ الالزقمبد٠خ ـمٟ ؽبٌز١ٙمب ؼ١مش اٌّم١مذح ٚاٌّم١مذح عمٕزٕبٚي 

 لاِضٍخ ـٟ اٌؾبٌز١ٓ. ثعل ا

 

 اِصٍح ػٍٝ اٌؽاٌح الاٌٚٝل الاِص١ٍح ا١ش اٌّم١ذج 

 

 : ذٛافشخ ٌذ٠ه اٌّؼٍِٛاخ الاذ١رح ػرٓ داٌررٟ ؽٍرة ػٍرٝ عرٍؼح فرٟ عرٛل١ٓ ِٕفظر١ٍٓ 5.1ِصاي ل

 ّ٘ا:

22

11

2300
3400
QP
QP




 

1P =   ، 2ععش اٌغٍعخ ـٟ اٌغٛق الاٚيP =ٟٔععش اٌغٍعخ ـٟ اٌغٛق اٌضب 

1Q  ، 2= اٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ ـٟ اٌغٛق الاٚيQٟٔاٌى١ّخ اٌّطٍٛثخ ـٟ اٌغٛق اٌضب = 

 

25032ىٍفخ اٌى١ٍخ ٟ٘ : زٚوبٔذ داٌخ اٌ 2  QQTC 

 ستػ ِّىٓ.ظذ ؼعُ اٌطٍة ػٍٝ اٌغٍؼح فٟ اٌغٛل١ٓ ٚاٌزٞ ٠ؽمك اػٍٝ  :اٌّطٍٛب

 

 اٌؽً

 -٠عجش عٓ الا٠شاد اٌىٍٟ ٕ٘ب ثبٔٗ ِغّٛع الا٠شاد اٌّزؾمك ـٟ اٌغٛل١ٓ أٞ اْ: -1

21 TRTRTR  
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2
22

2
1121

2
22222222

2
11111111

23003400

2300)2300(

3400)3400(

QQQQTRTRTRTR

QQQQTRQPTR

QQQQTRQPTR







 

 

 اِب داٌخ اٌىٍفخ ٌٍغٍعز١ٓ ـ١عجش عٕٙب  وبلارٟ: -2

25033242

250)(3)(2

25032

21
2
2211

21
2

21

2







QQQQQQTC

QQQQTC

QQTC

 

 

 -ٟ:ٔغذ داٌخ اٌشثؼ اٌىٍٟ ٚاٌزٞ ٠عجش عٕٗ ثّب ٠بر -3

250297397445

)25033242(23003400

2121
2
2

2
1

21
2
221

2
1

2
22

2
11







QQQQQQ

QQQQQQQQQQ

TCTR







 

 

لا٠غبد إٌمبه اٌؾشعخ ٔمَٛ ثب٠غبد عزٚس اٌّؾزمخ اٌغضئ١خ الاٌٚٝ ٌذاٌخ اٌشثؼ اٌىٍٟ ثبٌٕغجخ ٌـىً  -4

 ِٓ12 , QQ :ٟٚوّب ٠بر- 

)2........(..........029748

)1.....(..........0397410
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 -ك اٌّعشٚـخ ٔؾقً عٍٝ الارٟ:ائثبؽذٜ اٌطش اٌّزوٛسر١ٓٚثعذ ؽً اٌّعبدٌز١ٓ 

31
49716

049716

1

1

1






Q
Q
Q

 

 22ٚرغبٚٞ  2Qٔؾقً عٍٝ ل١ّخ  2اٚ  1ـٟ اؽذٜ اٌّعبدٌز١ٓ  1Qٚثزع٠ٛل ل١ّخ 

 

ٔغذ الاْ اٌّؾزمخ اٌغضئ١خ اٌضب١ٔخ لاخزجبس إٌمطخ اٌؾشعخ  -5  )22,31(, 21 QQ 
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21

2

2
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2
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 ٠ذ ٔٛع إٌمطخ اٌؾشعخٌزؾذ أغشٞ اخزجبس -6
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اْ اعٍٝ سثؼ  ٠ّىٓ رؾم١مٗ  ئرٌذاٌخ اٌشثؼ ،  ٝٔغزٕزظ اْ إٌمطخ اٌّزؾقً ع١ٍٙب ٟ٘ ٔمطخ ع ّ

 ـٟ داٌخ اٌشثؼ ٚ٘ٛ: 1Q  ٚ2Qِٓ ث١ع اٌغٍعخ ـٟ اٌغٛل١ٓ ثعذ رع٠ٛل ل١ّزٟ 

9122 
 

$ ٌٍّٕرط 800$ ٌٍّٕرط الاٚي ، ٚ 1000، تغؼش G1  ٚG2:ِٕشأج ذث١غ ِٕرٛظ١ٓ (5.2)ِصاي

 اٌصأٟ. ٚوأد إٌّشأج ذٛاظٗ داٌح اٌىٍفح الاذ١ح:
2
221

2
1 22 QQQQTC  

 . G2ِغرٜٛ الأراض ٌـ  G1  ٚ2Qِغرٜٛ الأراض ٌـ  1Qٚذّصً 

 ػٕذ الظٝ الاستاغ 1Q   ٚ2Qاؼغة الظٝ الاستاغ ٚل١ُ وً ِٓ  :ٛباٌّطٍ

 اٌؽً

 ٔغزخشط ِعبدٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ الاٚي ٚاٌضبٟٔ ٚوّب ٠برٟ:

22

11

800
1000

QTR
QTR




 

 :ٛٚع١ٍٗ ٠ىْٛ الا٠شاد اٌىٍٟ ٌٍّٕؾأح ٘

2121 8001000 QQTRTRTR  

 عطبح اعلاٖ:ٚداٌخ اٌىٍفخ اٌّ
2
221

2
1 22 QQQQTC  

 ٚثزٌه رىْٛ داٌخ اٌشثؼ ٟ٘:

2
221

2
121

2
221

2
121

228001000

)22()8001000(

QQQQQQ

QQQQQQ

TCTR







 

ٌٚزؾم١ك الاِض١ٍخ ٔغزخشط اٌؾشه اٌنشٚسٞ الاٚي  1Q  ٚ2Qرزنّٓ ٘زٖ اٌذاٌخ ِزؽ١ش٠ٓ ّ٘ب 

 ٚاٌؾشه اٌىبـٟ ٌٍّؾزمخ ٚوّب ٠برٟ:
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 ٠ٕٚجؽٟ اْ رىْٛ اٌّؾزمخ الاٌٚٝ ِغب٠ٚخ ٌٍقفش أٞ:

0,0
21
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 ٚرؾً اٌّعبدٌزبْ آ١ٔب ٚوّب ٠برٟ:
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0241000
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 ثزشر١ت اٌّعبدٌز١ٓ ٔؾقً عٍٝ الارٟ:
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_________________

)2....(..........80022
)1...(..........100024
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)100( 100ٚرغبٚٞ  1Qٚع١ٍٗ ٔؾقً عٍٝ ل١ّخ  1Qٖٚثزع٠ٛنٙب ـٟ اؽذٜ اٌّعبدٌز١ٓ اعلا ، 

)300(  300ٚرغبٚٞ  2Qل١ّخ  عٍٝ ٔؾقً 2Q. 
 وذ ِٓ اْ رٍه إٌمطخ ٟ٘ ٔمطخ ٔٙب٠خ ع ّٝ ٔزجع الارٟ:أزٌٍٚ
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)100(ِغز٠ٛبد  ارْ ارنؼ اْ إٌّؾأح رع ُ اسثبؽٙب عٕذ 1Q   ٚ)300( 2Q  ٌٍّٕٓزٛع١G1 

 ٚG2 . 

 ٠ّٚىٓ ؽغبة ِغزٜٛ اٌشثؼ عٕذ رٍه اٌّغز٠ٛبد ٚ٘ٛ:

$170000
)300()300)(100(2)100(2)300(800)100(1000

228001000
22

2
221

2
121



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 QQQQQQ

 

 

 ٚواْ ٌذ٠ٗ دٚاي اٌطٍة الاذ١ح: X  ٚY : ِؽرىش ٠ث١غ ِٕرٛظ١ٓ 5.3ِصايل
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04032010
02.02.11.0




YP
XP

Y

X 

 ٚوأد داٌح ذىا١ٌفٗ اٌّشرشوح والاذٟ:

02 22  YXYXTC 

 :اٌّطٍٛب

ظذ اٌغؼش ٚو١ّح إٌاذط ِٓ وً عٍؼح اٌزٞ ٠ؼظُ استاؼٗ، شُ ذؽمك ِٓ ٘زٖ الاستاغ وأد ػٕذ 

 ٔٙا٠رٙا فٟ ذٍه إٌمطح.

 اٌؽً

TCYPXP
TCTR

YX 




 

02.02.11.0ٔبخز داٌخ اٌطٍت الاٌٚٝ:   XPX  ٔؾقً عٍٝ  0.1ثبٌزمغ١ُ عٍٝ ِعبًِ اٌغعش

 داٌخ اٌطٍت الاٌٚٝ ثبٌقٛسح الار١خ:
XPX 212 

XPTRارْ داٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ الاٌٚٝ رغبٚٞ  XX   ٞأ 
2212)212( XXXXTRX  

 

04032010ٚوزٌه اٌؾبي ثبٌٕغجخ ٌذاٌخ اٌطٍت اٌضب١ٔخ :   YPY  ثبٌزمغ١ُ عٍٝ ِعبًِ اٌغعش

 ثبٌقٛسح الار١خ:ٔؾقً عٍٝ داٌخ اٌطٍت اٌضب١ٔخ  10
YPY 432 

YPTRارْ داٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ اٌضب١ٔخ رغبٚٞ  YY   ٞأ 
2432)432( YYYYTRY  

 ٌضب١ٔخ:عزقجؼ داٌخ اٌشثؼ ثبلاعزّبد عٍٝ اٌق١ػ اٌغذ٠ذح ٌلا٠شاد اٌىٍٟ الاٌٚٝ ٚا
TCTRTR YX  

XYYYXX

YXYXYYXX

2532312

2432212
22

2222








 

0ٚرىْٛ الاسثبػ عٕذ ٔٙب٠زٙب اٌع ّٝ عٕذِب  YX ff  ْٛٚعٕذِب رىXXf  ٚYYf  عبٌجخ

)(2ٚعٕذِب رىْٛ  XYYYXX fff  :ٟٚوّب ٠بر- 

02612، ـبْ     0Xfعٕذِب   YX(..................1) 

021032، ـبْ   0Yfٚعٕذِب   XY(..................2) 

 ( ٟٚ٘:3( ٔؾقً عٍٝ اٌّعبدٌخ )1ِٓ ِعبدٌخ سلُ )
)3...(....................1226  YX 

 -( ٟٚ٘:4( ٔؾقً عٍٝ اٌّعبدٌخ )2ِٚٓ ِعبدٌخ سلُ )
)4........(..........32102  YX 

 ٔؾقً عٍٝ: 3( ـٟ 4ٚثنشة اٌّعبدٌخ )
)5........(..........96306  YX 

 -( ٔؾقً عٍٝ الارٟ:3( ِٓ اٌّعبدٌخ )5ٚثطشػ اٌّعبدٌخ )

3
8428




Y
Y

 

1226 ـٟ اٌّعبدٌخ Yثعذ رع٠ٛل ل١ّخ  1Xـبْ  3Yٚعٕذِب   YX 

 ٔؾقً عٍٝ الارٟ: XYfٚوزٌه اٌّؾزمخ اٌّزمبهعخ  X  ٚYٚثبخز اٌّؾزمبد اٌضب١ٔخ ٌىً ِٓ 
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٠ٚغت اْ رىْٛ  2XYYYXX fff   : ْ6)(10()2(2أٞ ا(  ٚ ٞٚ٠460غب 

 أٞ اْ الاسثبػ رىْٛ اع ُ ِب٠ّىٓ عٕذِب :

10XP      ٚ1X 
20YP     ٚ3Y 
 ـٟ دٚاي اٌطٍت. X  ٚYذ رع٠ٛل ل١ُ ثع XP  ٚYPرغذس الاؽبسح أٗ رُ اٌؾقٛي عٍٝ ل١ُ 

 

ٚرٌممه  بدٚلممذ ٠لاؽممع اٌطبٌممت أممٗ رممُ اعممزخذاَ سِممٛص اٌّؾممزمبد ثقمم١ػ ِخزٍفممخ ـممٟ ؽٍممٛي اٌزّش٠ٕمم

ِشاعبح لاخزلاؾ اٌق١ػ ـٟ ِخزٍؿ اٌىزت اٌزٟ لذ ٠زُ الاهلاع ع١ٍٙب ٌلاعزضادح ٌٚزٌه رُ اٌشعٛع 

 .ٔفغٙب ٌق١ػ ـٟ ؽً اٌّغبئً عٍّب أٙب رؾ١ش اٌٝ إٌز١غخاٌٝ ِخزٍؿ ا

 

 

 

 

 

 اِصٍح ػٍٝ الاِص١ٍح اٌّم١ذج
دْٚ اٌٍغمٛء اٌمٝ هش٠ممخ اٌّؾمذداد ِشاعمبح ِٓ وّب اؽشٔب عبثمب ع١زُ ؽً ِغبئً الاِض١ٍخ اٌّم١ذح   

 ٌّغزٜٛ اٌطبٌت ـٟ ٘زٖ اٌّشؽٍخ ِٓ اٌذساعخ.

 دْٚ ِنبعؿ لاوشأظ.ِٓ ي الاِض١ٍخ اٌّم١ذح ( ٚاٌزٞ ٠زٕب5.4ٚعٕزٕبٚي الاْ اٌّضبي سلُ )

 ىٍفح اٌى١ٍح لأراض عٍؼر١ٓ:ر : ذٛافشخ ٌذ٠ه اٌّؼٍِٛاخ الاذ١ح ػٓ داٌح ا5.4ٌِصاي ل

2
1

21 2QQQTC   

 ا٠عاد ػذد اٌٛؼذاخ إٌّرعح ِٓ وً عٍؼح ٌرؽم١ك الً وٍفح ِؼ١ٕح ػّٓ اٌم١ذ الاذٟ:: اٌّطٍٛب 
1021 QQ 

 اٌؽً

2زُ وزبثخ داٌخ اٌىٍفخ اعلاٖ ثبٌق١ؽخ الار١خ: ر
2

1 2Q
Q
Q

TC  

 ثبعزخذاَ ِعبدٌخ اٌم١ذ ٠زُ اعزخشاط اٌى١ّخ الاٌٚٝ ثذلاٌخ اٌضب١ٔخ ٚوّب ٠برٟ:

21 10 QQ  

 -ـٟ داٌخ اٌىٍفخ  ـٕؾقً عٍٝ الارٟ: 1Qصُ ٔعٛك عٓ ل١ّخ 

2

2
22

2
2

2

210

2
10

Q
QQ

TC

Q
Q

Q
TC









 

 :2Qثزطج١ك لبعذح ِؾزمخ لغّخ داٌز١ٓ ٔؾزك داٌخ اٌىٍفخ ثبٌٕغجخ ٌٍّزؽ١ش 
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 -ٔغذ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ لاخز١بس إٌمطخ اٌؾشعخ ٚوّب ٠برٟ:

3
2

4
2

2
2
2

2

4
2

2
2
22

2
2

2
2

2

2020

)2)(102()4)((

QQ
Q

Q
TC

Q
QQQQ

Q
TC











 

22ٔعٛك ل١ّخ  Q :ٟـٟ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ ٚوّب ٠بر 

03.3
)2(

20
22

2

2





Q
TC

 

22ِٓ إٌز١غخ اعلاٖ ٠زج١ٓ ِغٛد ل١ّخ فؽشٜ عٕذ اٌم١ّخ  Q  ُ22، صُ  ٔعٛك ل١ Q  ٟـ

 :1Qِعبدٌخ اٌم١ذ ٚٔؾقً عٍٝ ل١ّخ 

8
210
10

1

1

21





Q
Q

QQ

 

ٚؽذاد ِٓ اٌغٍعخ الاٌٚٝ  8زٜٛ ٠ٕجؽٟ أزبط ارْ إٌز١غخ رٛمؼ أٗ ٌزم١ًٍ اٌزىب١ٌؿ لادٔٝ ِغ

 ٚٚؽذر١ٓ ِٓ اٌغٍعخ اٌضب١ٔخ.

 

 : 5.5ِصايل

 ذمَٛ تئٔراض ٔٛػ١ٓ ِٓ اٌغٍغ ، ٚيْ إظّاٌٟ ذىٍفرٙا : ِا  ٔفرشع يْ ششوح 

TC Q Q QQ  4 51
2

2
2

1 2  

رغبٚٞ ئٔزبط اٌؾشوخ   2Q رغبٚٞ ئٔزبط اٌؾشوخ ِٓ اٌغٍعخ الأٌٚٝ ـٟ اٌغبعخ ، ٚأْ  1Q ئر أْ

ِٓ اٌغٍعخ اٌضب١ٔخ ـٟ اٌغبعخ . ٚٔز١غخ لاٌزضاِبد اٌؾشوخ رغبٖ عّلائٙب ، ـأٗ ٠زؾزُ عٍٝ اٌؾشوخ 

ؾشوخ اٌِٚٓ اٌطج١عٟ أْ ٠شؼت ِذ٠ش  ،ٚؽذح ـٟ اٌغبعخ ِٓ اٌغٍعز١ٓ ِعب 30ئٔزبط ِب لا ٠مً عٓ 

اٌؾشوخ ئٌٝ أدٔٝ  رىب١ٌؿعز١ٓ اٌزٟ ِٓ ؽأٔٙب رخف١ل ـٟ اٌٛلٛؾ عٍٝ ِغز٠ٛبد الإٔزبط ِٓ اٌغٍ

 ٚؽذح ـٟ اٌغبعخ . 30ؽذ ِّىٓ ِع اـزشاك أْ ؽبفً ئٔزبط اٌغٍعز١ٓ ِعب ٠غبٚٞ 

 اٌؽً

 : ا٢ر٠ّٟىٓ اٌزعج١ش عٓ ِضً ٘زا إٌٛع ِٓ ِؾبوً الأِض١ٍخ اٌّم١ذح عٍٝ إٌؾٛ 

21داٌخ اٌىٍفخ اٌى١ٍخ :                                     
2
2

2
1 54 QQQQTC  

3021مّٓ اٌم١ذ الارٟ:                                 QQ 
3021ٚثبٌطجع ٠زّضً اٌم١ذ ـٟ أٔٗ لا ثذ أْ رىْٛ :  QQ 1. ٌٚؾً ِؾىٍخ ل١ذQ ع١ٍٕب أْ ٔززجع

 :ا٢ر١خاٌخطٛاد 
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21 30 QQ  

21ع٠ٛل عٓٚثبٌز 30 QQ   1ثـQ ٔغذ أْ : داٌخ اٌىٍفخ اٌى١ٍخ  ـٟ ِعبدٌخ 

   TC Q Q Q Q    430 5 302
2

2
2

2 2 

      4 900 60 5 302 2
2

2
2

2 2
2Q Q Q Q Q  

  3600 270 102 2
2Q Q   

 ٠ٚخ ٌٍقفش .، ٚععٍٙب ِغب2Qثبٌٕغجخ ئٌٝ  TCاٌؾقٛي عٍٝ ِؾزمخ ٠زُ  

dTC
dQ

Q
2

2270 20 0    

20 2702Q   

Q2 135 .  

 ٠ٕجؽٟ اٌؾقٛي عٍٝ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ ٟٚ٘ : -لا ع ّٝ  -ٌٍٚزؾمك ِٓ أٔٙب ٔٙب٠خ فؽشٜ 

d TC
dQ

2

2
2 20  

 ٚثّب أْ ٘زٖ اٌّؾزمخ اٌضب١ٔخ ِٛعجخ ، ٌزا ـاْ إٌبرظ ٔٙب٠خ فؽشٜ .

 اٌزٟ رقً ثبٌزىٍفخ الإٔزبع١خ ئٌٝ أدٔٝ ؽذ ، ع١ٍٕب أْ ٔززوش أْ اٌم١ذ ٠زطٍت أْ  1Qّخ ٚلإ٠غبد ل١

3021رىْٛ :  QQ  ، ْأٞ أ: 

21 30 QQ   

 رىْٛ اٌم١ّخ اٌّضٍٝ ٌـ ، ـأٗ ِٓ اٌطج١عٟ أْ 2Q  ٟ٘13.5ٌّٚب وٕب عٍٝ عٍُ ثأْ اٌم١ّخ اٌّضٍٝ ٌـ  

1Q ٟ٘ 5.165.13301 Q ؾشوخ  اٌؾذ ِٓ ئعّبٌٟ اٌ. ٚعٍّخ اٌمٛي ٘ٛ أٔٗ ئرا ِب أسادد

رىٍفزٙب ئٌٝ أدٔٝ دسعخ ِّىٕخ ِع ٚعٛد ل١ذ الإٔزبط ٚ٘ٛ ألا ٠ض٠ذ ئعّبٌٟ ئٔزبعٙب ِٓ اٌغٍعز١ٓ ِعب 

ٚؽذح  13.5ٚؽذح ِٓ اٌغٍعخ الأٌٚٝ ٚ  16.5ٌم١بَ ثأزبط ٚؽذح ، ـأٗ ٠زع١ٓ عٍٝ اٌؾشوخ ا 30عٓ 

ٚؽذح ِٓ اٌغٍعخ الأٌٚٝ ٚ  33أٞ أٔٗ ٠ٕجؽٟ أْ رمَٛ اٌؾشوخ ثأزبط ، ِٓ اٌغٍعخ اٌضب١ٔخ ـٟ اٌغبعخ 

 ٚؽذح ِٓ اٌغٍعخ اٌضب١ٔخ وً عبعز١ٓ .  27

 

ٚ عٓ  16.5ثـ  1Qثبٌزع٠ٛل عٓ 
2Q ٔغذ أْ ئعّبٌٟ  داٌخ اٌىٍفخ اٌى١ٍخ ، ـٟ ِعبدٌخ 13.5ـ ث ،

 رىٍفخ اٌؾشوخ رغبٚٞ :

      TC  4165 5135 165 1352 2. . . .  

     4 27225 518225 22275. . .  

  1089 91125 22275. .  
$1777.5 

 

 

 

 

 

  : ٌذ٠ه داٌح الأراض الاذ١ح:5.6ِصايل
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 اٌرٟ ذؼظُ إٌاذط K  ٚLظذ ِغر٠ٛاخ  :اٌّطٍٛب

 اٌؽً

 -رعبد وزبثخ ِعبدٌخ اٌم١ذ وّب ٠برٟ:

LK 2105 
 -رعٛك ِعبدٌخ اٌم١ذ ـٟ داٌخ الأزبط ٚوّب ٠برٟ:

2222 74208420)2105(4 LLLLLLLLQ  

، ٚالاْ ٔؾغت اٌّؾزمخ الاٌٚٝ  Lٔلاؽع اْ داٌخ اٌٙذؾ أٞ داٌخ الأزبط رؾزٛٞ ِزؽ١شا ٚاؽذا ٘ٛ 

 -ٚوّب ٠برٟ: Lثبٌٕغجخ اٌٝ 

014

30
14
420

014420

2

2









L
Q
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L
Q

 

 ـٟ داٌخ الأزبط: Lالقٝ أزبط ٠ّىٓ اٌؾقٛي ع١ٍٗ ثزع٠ٛل ل١ّخ 

6300)30(7)30(420

7420
2

2





Q

LLQ
 

 ٚوّب ٠برٟ: Kٟ داٌخ اٌم١ذ ٔؾقً عٍٝ ل١ّخ ـ Lٚثزع٠ٛل ل١ّخ 

45)30(21052105  KLK 
ط اٌّبي ٌزؾم١ك أٚؽذح ِٓ س 45ٚؽذح ِٓ اٌعًّ ٚ  30ارْ ِٓ اٌؾً ٠ٕجؽٟ عٍٝ إٌّؾأح اعزخذاَ 

 .6300القٝ أزبط ٚ٘ٛ 

 

 Constrained Optimization andالاِص١ٍح اٌّم١ذج ِٚؼاػف لاوشأط 

Lagrange Multiplier 
عذٜٚ ِؾذٚدح ٌٍزطج١ك عٕذ وضشح اٌم١ٛد أٚ  الذ ٠ىْٛ الأعٍٛة اٌزٞ لّٕب ثزٕبٌٚٗ ـ١ّب عجك ر   

. ٚرٕطٛٞ ٘زٖ اٌطش٠مخ اٌخبفخ ثؾً  Lagrangeرعمذ٘ب ، ٌزٌه ٠ّىٓ الاعزعبٔخ ثّنبعفبد 

ٌخ اٌزٟ ، ٟٚ٘ اٌّعبد Lagrangeِؾىلاد الأِض١ٍخ اٌّم١ذح عٍٝ رى٠ٛٓ ِعبدٌخ رعشؾ ثذاٌخ 

رؾزًّ عٍٝ وً ِٓ اٌذاٌخ اٌّشاد اٌؾقٛي عٍٝ ألقٝ أٚ افؽش ل١ّخ ٌٙب ِٓ ٔبؽ١خ ٚاٌم١ٛد أٚ 

 زىْٛ ٕ٘بن ؽم١مزبْ :ٌزُ ف١بؼخ ٘زٖ اٌّعبدٌخ رٚ ،اٌنٛاثو ِٓ ٔبؽ١خ أخشٜ 

أٚ  -ل١ّخ ٌٙب ، رىْٛ اٌذاٌخ الأف١ٍخ عٕذ ألقٝ  -أٚ أفؽش  -عٕذِب رجٍػ ٘زٖ اٌّعبدٌخ ألقٝ  (1) 

 ل١ّخ ٌٙب ثبٌفعً . -أفؽش 

 . ع١ّعٙب ٚـٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٔىْٛ لذ ٚاعٕٙب اٌنٛاثو أٚ اٌم١ٛد (2)

 -( اٌٝ الاِض١ٍخ اٌّم١ذح ثؾىٍٙب اٌّغغُ  رٞ الاثعبد اٌضلاصخ:٠ٚ34ؾ١ش اٌؾىً اٌج١بٟٔ )
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 مّٓ اٌم١ذ  اٌزٟ رع ُ اٌذاٌخ  x  ٚyالاِض١ٍخ اٌّم١ذح : ا٠غبد ل١ّخ ( 34ؽىً )      

 اٌّٛمؼ ثبٌٍْٛ الاؽّش      

 
 (  34(: ٠ّضً اٌخش٠طخ إٌّبع١ج١خ ٌٍؾىً )35ؽىً )

اٌخو الاؽّش اٌٝ  ٠ؾ١شٚ( 34( اٌخش٠طخ إٌّبع١ج١خ ٌٍؾىً اٌج١بٟٔ )٠35ؾ١ش اٌؾىً اٌج١بٟٔ )    

، اِب إٌمطخ ، ـٟ ؽ١ٓ رؾ١ش اٌخطٛه اٌضسلبء اٌٝ رٕبعج١بد اٌذاٌخ   اٌم١ذ 

 اٌزٟ رمع  عٕذ ٔمطخ رّبط اٌخو الاؽّش ٚاٌخو الاصسق رؾ١ش اٌٝ ٔمطخ اٌؾً ، ؽ١ضّب 

 .، ٚاٌؾً ٘ٛ رع ١ُ اٌذاٌخ 

اٌّؾىٍخ اٌزٟ  ٓع ، ع١ٍٕب ِعبٚدح اٌؾذ٠ش Lagrangeٚلإ٠نبػ و١ف١خ ثٕبء ئؽذٜ دٚاي    

 TC(. ـمذ أؽشٔب ئٌٝ أْ اٌؾشوخ رشؼت ـٟ اٌٛفٛي ثـ 5.5ٚاعٙزٙب اٌؾشوخ ـٟ ِضبٌٕب اٌغبثك )

TC = 4Q1ئٌٝ أفؽش ل١ّخ ٌٙب ثؾ١ش : 
2
 + 5Q2

2
 – Q1Q2  عٕذ ٚعٛد ل١ذ ،Q1 + Q2 = 30 

ٌؾشوخ ٌّٛاعٙخ ِؾىٍخ ٘زٖ ا Lagrange. ٌٚعً أٌٚٝ اٌخطٛاد اٌٛاعت ئرجبعٙب عٕذ رى٠ٛٓ داٌخ 

 ٟ٘ اٌم١بَ ثاعبدح ف١بؼخ اٌم١ذ اٌزٞ رٛاعٙٗ اٌؾشوخ ـٟ ؽىً ِعبدٌخ ِغب٠ٚخ ٌٍقفش :

30 – Q1 – Q2 = 0 (1) 
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، صُ ٔغّع إٌز١غز١ٓ  ـارا لّٕب ثنشة ٘زا إٌٛع ِٓ اٌم١ٛد ـٟ عبًِ ِغٙٛي ٔؾ١ش ئ١ٌٗ ثـ    

ـإٔب ٔؾقً عٍٝ داٌخ  (2)قؽشٜ ـٟ اٌّعبدٌخ عٍٝ اٌذاٌخ اٌزٟ ٔشؼت ـٟ اٌؾقٛي عٍٝ ل١ّزٙب اٌ

Lagrange : ٟ٘ٚ 

 L Q Q QQ Q Qtc      4 5 301
2

2
2

1 2 1 2  (2) 

ِٓ أٔٗ ئرا ِب رّىٕٕب ِٓ ئ٠غبد اٌم١ّخ  اٌزؾمك٠ّىٕٕب  ا٢ر١خٚلأعجبة ع١شد روش٘ب ـٟ اٌفمشح 

ـاْ اٌؾً عٛؾ ٠ىْٛ ِطبثمب رّبِب ٌؾً  Lagrangeؼ١ش اٌّم١ذح ٌذاٌخ  -أٚ اٌقؽشٜ  -اٌع ّٝ 

ٚثعجبسح أخشٜ ، ـاْ ؽً ِؾىٍخ  ،اٌّم١ذح  -أٚ اٌقؽشٜ  -ؾىٍخ الأف١ٍخ ٌٍم١ّخ اٌع ّٝ اٌّ

. ـفٟ ؽبٌخ ؽشوزٕب ٕ٘ب ، لا ثذ ٌٕب Lagrangeالأِض١ٍخ اٌّم١ذح ٠زطٍت ِٕب اٌم١بَ ثزؾم١ك أِض١ٍخ داٌخ 

ئٌٝ أفؽش ل١ّخ ٌٙب ـٟ tcLاٌزٟ رإدٞ ئٌٝ اٌٛفٛي ثـ  Q1  ٚQ2  ٚِٓ ئ٠غبد ل١ُ وً ِٓ 

ثبٌٕغجخ ئٌٝ وً ِٓ ٘زٖ  tcL. ٌٍٚم١بَ ثزٌه ، ٠زؾزُ ع١ٍٕب ئ٠غبد اٌّؾزمخ اٌغضئ١خ ٌـ  (1)اٌّعبدٌخ 

 : Q1  ٚQ2  ٚاٌّزؽ١شاد اٌضلاصخ 




 
 Q1

L
Q Qtc   8 1 2  




 
 Q2

L
Q Qtc   1 210  



 
 
L

Q Qtc   1 2 30 

ؽشٔب ـ١ّب عجك ، أٔٗ ٠ٕجؽٟ أْ ٔغعً ٘زٖ اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ اٌضلاصخ ِغب٠ٚخ ٌٍقفش ؽزٝ ٚوّب أ

 ٚ٘ىزا ـاْ : tcLٔزّىٓ ِٓ اٌؾقٛي عٍٝ أدٔٝ ل١ّخ ٌـ 

8 01 2Q Q    (3) 

   Q Q1 210 0  (4) 

   Q Q1 2 30 0 (5) 

) أٞ أْ :  ثبٌٕغجخ ئٌٝ  Lagrangeأْ اٌّؾزمخ اٌغضئ١خ ٌذاٌخ  وّب أٔٗ ِٓ اٌنشٚسٞ ِلاؽ خ  

Ltc /   ٔفغٙب اٌم١ذ اٌّٛعٛد ـٟ ِؾىٍخ  (5)( عٕذِب رىْٛ ِغب٠ٚخ ٌٍقفش ـٟ اٌّعبدٌخ ٟ٘

اٌغجت ـٟ رٌه ئٌٝ الأعٍٛة اٌزٞ رزأٌؿ ِٕٗ داٌخ  ٠عٛد[ ٚ (1)الأِض١ٍخ الأف١ٍخ ] ساعع اٌّعبدٌخ 

Lagrange، ٔذ ٘زٖ اٌّؾزمخ رغبٚٞ ففش ، ٠ّىٕٕب اٌزأوذ ِٓ اعز١فبء ٘زا اٌم١ذ ٌٚزٌه ـارا وب

،  اً ففش  Lagrangeٚـٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠ىْٛ اٌؾذ الأخ١ش عٍٝ ١ّ٠ٓ داٌخ  ،الأفٍٟ ٌّزطٍجبرٗ 

ئٌٝ اٌذاٌخ الأف١ٍخ اٌزٟ وٕب ٔشؼت ـٟ اٌؾقٛي عٍٝ اٌم١ّخ  Lagrangeٚ٘ىزا رإٚي داٌخ 

ِش اٌزٞ ٠عٕٟ ٔغبؽٕب ـٟ ؽً اٌّؾىٍخ الأف١ٍخ ٌلأِض١ٍخ ٌٙبٚ ٚ٘ٛ الأ -أٚ اٌقؽشٜ  -اٌع ّٝ 

 . Lagrangeل١ّخ ِّىٕخ ٌذاٌخ  -أٚ أفؽش  -اٌّم١ذح ئرا ِب رّىٕب ِٓ اٌؾقٛي عٍٝ أوجش 

ٟ٘ صلاس  (5)،  (4)،  (3)ٚثّعبٚدح اٌؾذ٠ش عٓ اٌؾشوخ ِٛمٛع اٌجؾش ٔغذ أْ اٌّعبدلاد   

، ـارا رّىٕٕب ِٓ ؽً ٘زا إٌٛع ِٓ اٌّعبدلاد  Q1  ٚQ2  ٚِعبدلاد آ١ٔخ ـٟ صلاس ِغب١ً٘ ٟ٘ 

 (3)ِٓ اٌّعبدٌخ  (4)، ٚثطشػ اٌّعبدٌخ  Q1  ٚQ2، ـإٔب ٔؾقً عٍٝ اٌم١ُ اٌّضٍٝ ٌـ  Q1  ٚQ2ٌـ 

 ٔغذ أْ :

9Q1 – 11Q2 = 0 (6)  

 Q2ٔزّىٓ ِٓ ئ٠غبد اٌؾً ٌـ  (6)ٚئمبـخ إٌبرظ ئٌٝ اٌّعبدٌخ  9 اٌّمذاس ـٟ (5)ٚثنشة اٌّعبدٌخ 

: 

 

– 9Q1 – 9Q2 + 270 = 0 
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9Q1 – 11Q2 = 0 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

– 20 Q2 + 270 = 0 

Q2 = 270 / 20 

= 13.5 

، ٔغذ  (5)ـٟ اٌّعبدٌخ  13.5ثـ  Q2ٚثبٌزع٠ٛل عٓ  Q2  ٟ٘13.5ٚ٘ىزا رىْٛ اٌم١ّخ اٌّضٍٝ ٌـ 

 . Q1  ٟ٘16.5أْ اٌم١ّخ اٌّضٍٝ ٌـ 

ٚأْ اٌم١ّخ  Q1  ٟ٘16.5: ٟٚ٘ أْ اٌم١ّخ اٌّضٍٝ ٌـ  ٔفغٙب ٚ٘ىزا ـإٔب ٔقً ئٌٝ إٌز١غخ

ٚؽذح ِٓ اٌغٍعخ  16.5 اٌؾشوخ ئٔزبطُ عٍٝ ـأٗ ٠زؾز أخشٜ،ٚثعجبسح . Q2  ٟ٘13.5اٌّضٍٝ ٌـ 

ٚؽذح ِٓ اٌغٍعخ اٌضب١ٔخ ـٟ اٌغبعخ . وّب ٠زنؼ أْ هش٠مخ ِنبعفبد  13.5الأٌٚٝ ٚ 

Lagrange  ٓالألً: ـٟ٘زٖ أـنً ِٓ رٍه اٌزٟ عجك ٌٕب رفق١ٍٙب ٚرٌه ٌغجج١ 

 أٔٙب لبدسح عٍٝ ِعبٌغخ أوضش ِٓ ل١ذ ٚاؽذ . (1)

 ٚٔبـعخ . ِّٙخثّعٍِٛبد  رّذ فبٔع اٌمشاس أْ ل١ّخ  (2)

[ ـأٙب رغزخذَ خق١قب ٌم١بط ِب ٠ؾذس ِٓ  Lagrange] ٚاٌزٟ رعشؾ ثّنبعؿ   ْئ

ـٟ ٘زٖ  TC ـرؽ١ش ـٟ اٌعبًِ أٚ اٌّزؽ١ش اٌزٞ ٔشؼت ـٟ اٌؾقٛي عٍٝ ألقٝ أٚ أدٔٝ ل١ّخ ٌ

رخف١ل  ؾشوخ رشؼت ـٟاٌارا وبٔذ ـاٌؾبٌخ ِع اـزشاك ئِىب١ٔخ رغبٚص اٌم١ذ ثّمذاس ٚؽذح ٚاؽذح 

ٚؽذح ِٓ  31ئعّبٌٟ ٔفمبرٙب ئٌٝ أدٔٝ ؽذ ِّىٓ ِع ٚعٛد ل١ذ ئٔزبعٟ ٠غّؼ ٌٙب ثاعّبٌٟ ئٔزبط 

ً ثذلاً ِٓ  ٟ٘ اٌزٟ رٛمؼ ِمذاس اٌض٠بدح ـٟ اٌم١ّخ  ٚؽذح ـمو ، ٚوبٔذ ل١ّخ  30اٌغٍعز١ٓ ِعب

 = Q1 = 16.5  ٚQ2، ٚثبٌزع٠ٛل عٓ  (3)ٚهجمب ٌٍّعبدٌخ  ، ـّب ٟ٘ ل١ّخ  TCاٌقؽشٜ ٌـ 

 رقجؼ : 13.5

 = 8(16.5) – 13.5 = 118.5 

ثذلاً  31أٔٗ ـٟ ؽبٌخ رغبٚص الإٔزبط ثّمذاس ٚؽذح ٚاؽذح ، ثؾ١ش ٠ىْٛ ئعّبٌٟ الإٔزبط  رٌهِعٕٝ 

 دٚلاس . 118.50ٚؽذح ، ـغٛؾ ٠شرفع ئعّبٌٟ اٌزىٍفخ ثّمذاس  30ِٓ 

ْ أؽمذ ااس٠خ ـعٍمٝ ـمشك  ٚرعذ ٘زٖ اٌّعٍِٛبد راد ل١ّخ وجشٜ ـٟ ؽبٌخ اٌىض١ش ِٓ اٌمشاساد الإد

دٚلاس ، عممٛؾ  115اٌغممٍعز١ٓ اٌٍزمم١ٓ رٕزغّٙممب اٌؾممشوخ ِمبثممً  ٜؽممذاأساد ؽممشاء  عّمملاء ؽممشوبد 

ٚؽذح ـٟ اٌغبعخ . ٚثٕبء عٍٝ اٌّعٍِٛبد اٌغبثك  ٠31زؾزُ عٍٝ اٌؾشوخ ص٠بدح ئعّبٌٟ ئٔزبعٙب ئٌٝ 

أْ ٘مزٖ اٌٛؽمذح  ئر،  ئ٠نبؽٙب ، ـأٗ ١ٌظ ِٓ اٌقٛاة ثّىبْ أْ رٛاـك اٌؾشوخ عٍٝ ٘مزا اٌعمشك

دٚلاس  3.50دٚلاس ، أٞ ثض٠مبدح لمذس٘ب  118.50الإمبـ١خ إٌّزغخ عمٛؾ رشـمع اٌزىمب١ٌؿ ثّممذاس 

 ِمبثً ٘زٖ اٌٛؽذح الإمبـ١خ . )اٌضثْٛ(عٓ اٌضّٓ اٌزٞ عٛؾ ٠ذـعٗ اٌع١ًّ

 ٟ٘  1x  ٚ2xارا وأد داٌح إٌّفؼح ٌٍغٍؼر١ٓ  : 5.7ِصاي ل

12121 4),( xxxxxU  

اٚظذ ؼعُ الاعرٙلان الاِصً ِٓ اٌغٍؼر١ٓ ٌرؽم١ك اػٍٝ ِٕفؼح ِّىٕح ارا واْ ل١ذ اٌىٍفح 

12048: ٌٍغٍؼر١ٓ ٘ٛ  21  xx 
 اٌؽً

 ثبرجبع خطٛاد هش٠مخ لاوشأظ
)12048(4 21121  xxxxxL  

 1x  ٚ2x  ٚٔغذ اٌّؾزمبد اٌغضئ١خ ٌىً ِٓ 
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 ( رغبٚٞ 2( ِٚعبدٌخ )1ولا ِٓ ِعبدٌخ )  
12 25.05.0125.0 xx  

 -ٔؾقً عٍٝ الارٟ: 1x( صُ اٌزمغ١ُ عٍٝ ِعبًِ -1ثنشة هشـٟ اٌّعبدٌخ ثـ)

12 25.0 xx  

 -( ـٕؾقً عٍٝ الارٟ:3ـٟ ِعبدٌخ اٌم١ذ سلُ ) 2xٔعٛك ل١ّخ 

13
8
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1048

161208
120168
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 (:3ـٟ ِعبدٌخ اٌم١ذ ) 2xٔعٛك  1xٌٍؾقٛي عٍٝ ل١ّخ 
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8
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
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ٚٔىْٛ ثزٌه لذ اٚعذٔب ؽغُ الاعزٙلان ِٓ اٌغٍعز١ٓ ٚاٌزٞ ٠ؾمك اوجش ِٕفعخ ِّىٕخ ٚاٌزٟ رغبٚٞ 

 اٌّمذاس الارٟ ثعذ رع٠ٛل وً ِٓ ل١ُ اٌغٍعز١ٓ ـٟ داٌخ إٌّفعخ:

5.144
345.110

)5.8(4)13)(5.8(
4),( 12121







U
U
U

xxxxxU

 

 
 لاذ١ح:ٌذ٠ٗ داٌح اٌرىا١ٌف اٌّشرشوح ا G1  ٚG2ِٕرط ِؽرىش ٠ٕرط عٍؼر١ٓ ّ٘ا   :5.8ل ِصاي

2211 1010 QQQQTC  

1Q ذش١ش اٌٝ اٌى١ّاخ إٌّرعح ِٓ اٌغٍؼح :G1. 

2Q ذش١ش اٌٝ اٌى١ّاخ إٌّرعح ِٓ اٌغٍؼح :G2 . 

 -ٚوأد دٚاي اٌطٍة اٌرٟ ٠ٛاظٙٙا اٌّؽرىش ٟ٘:

212

211

230
50

QQP
QQP



 

 -طٛي ا١ٌٙا ػّٓ اٌم١ذ الاذٟ:اؼغة الظٝ استاغ ٠ّىٓ اٌٛ :اٌّطٍٛب

1521 QQ 
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 اٌؽً

2211 1010 QQQQTC
TCTR




 

 -ٔزجع الارٟ: G1ٌٍؾقٛي عٍٝ ِعبدٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ ِٓ ث١ع اٌغٍعخ 

12
2
11121111 50)50( QQQQQQQQPTR  

 -: G2ٚوزٌه اٌؾبي ٌٍغٍعخ 
2
2212221222 230)230( QQQQQQQQPTR  

 -صُ ٔغزخشط ِعبدٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ ٌٍغٍعز١ٓ:

2
2221

2
11

2
221212

2
11

21

30350

23050

QQQQQQ

QQQQQQQQ

TRTRTR







 

 ٚثعذ اٌؾقٛي عٍٝ ِعبدٌخ الا٠شاد اٌىٍٟ ٚاٌىٍفخ اٌى١ٍخ ٔىزت ِعبدٌخ اٌشثؼ :

2
2221

2
11

2211
2
2221

2
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20240

)1010()30350(

QQQQQQ
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TCTR
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

 

 -افجؼ ٌذ٠ٕب اٌّؾىٍخ اٌش٠بم١خ ٌزع ١ُ داٌخ اٌٙذؾ ٕ٘ب وّب ٠برٟ:
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:

20240
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 -ثبعزخذاَ ف١ؽخ لاوشأظ :
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 ٔؾقً عٍٝ الارٟ: ( رغبٚٞ 2( ِٚعبدٌخ )1وً ِٓ ِعبدٌخ )ثّب اْ 
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404420

022022240
22022240
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512 QQ 
 -( ٔؾقً عٍٝ:3ـٟ ِعبدٌخ ) 2Qٚثزع٠ٛل ل١ّخ 
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 -ـٟ داٌخ اٌشثؼ ٔؾقً عٍٝ الارٟ: QQ,12ٚثزع٠ٛل ل١ّخ 
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 اعةٍح اٌفظً اٌخاِظ
 ٌذ٠ه داٌخ إٌّفعخ الار١خ : -:1ط

25.06.0 YXU 
اٌّطٍٛة// ِبٟ٘ اـنً ر١ٌٛفخ ِٓ اٌغٍعز١ٓ اٌزٟ ٠غت اْ رغزٍٙه ٌؽشك رع ١ُ إٌّفعخ ارا 

 ؾشه الارٟ:عٍّذ اْ ٘زٖ اٌذاٌخ ِم١ذح ثبٌ

68058  YX 

 
 -ـٟ عٛل١ٓ ِشرجط١ٓ ٚوبٔذ دٚاي اٌطٍت وبلارٟ: X  ٚYِٕؾأح رج١ع ِٕزٛع١ٓ  -:2ط

0213
0213




YXP
YXP

Y

X 

YXTCـبرا وبٔذ   . 

٠ع ُ الاسثبػ . صُ رؾمك ِٓ اْ ٘زٖ  اٌّطٍٛة// عذ اٌغعش ِٚمذاس إٌبرظ ِٓ وً عٍعخ اٌزٞ

 الاسثبػ وبٔذ عٕذ ٔٙب٠زٙب اٌع ّٝ ـٟ رٍه إٌمطخ.

 

 -ٌزىٓ داٌخ إٌّفعخ ِعطبح ٠بٌؾىً الارٟ:-:3ط

212 LogXLogXU  
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 -ٚل١ذ ا١ٌّضا١ٔخ:
3642 21  XX 

 اٌّطٍٛة//

 اٌزٟ رع ُ ِٕفعخ اٌّغزٍٙه ثٛعٛد ل١ذ ا١ٌّضا١ٔخ 1X  ٚ2Xعذ ِغز٠ٛبد  

 

 -ِٕزظ ِؾزىش ٌغٍعز١ٓ ٠ٛاعٗ داٌزٟ اٌطٍت الار١ز١ٓ : -:4ط

22

11

395
50

QP
QP



 

 -ٚوبٔذ داٌخ وٍفزٗ ٟ٘:
2

21
2
1 3 QQQQTC  

)(اٌّطٍٛة// عذ ل١ُ  1Q  ٚ)( 2Q . اٌزٟ رع ُ اٌشثؼ 

 

 -ٌذ٠ه داٌخ إٌّفعخ الار١خ : -:5ط
2
2

2
12121 105310260 xxxxxxU  

 .Uاٌزٟ رع ُ إٌّفعخ  1x  ٚ2xاٌّطٍٛة// اؽغت ل١ُ وً ِٓ 
 

 ٌذ٠ه داٌخ إٌّفعخ الار١خ :  -:6ط

21xxU 

 -مّٓ اٌم١ذ الارٟ:
400102 21  xx 

 اٌزٟ رع ُ داٌخ إٌّفعخ xx,21اٌّطٍٛة// عذ ِغز٠ٛبد 

 

KLعذ ِغز٠ٛبد  -:7ط  -اٌزٟ رذٟٔ داٌخ اٌىٍفخ اٌى١ٍخ الار١خ: ,

LKTC 34  
 -مّٓ اٌم١ذ الارٟ:

1602 2
1

2
1

LK 
 

 -اعط١ذ داٌخ أزبط ِٕؾأح ِب : -:8ط

4
1

2
1

10 LKQ 

 -ٚوبٔذ داٌخ اٌم١ذ ٟ٘:

6054  LK 

KLاٌّطٍٛة// اؽغت ِغز٠ٛبد   اٌزٟ رع ُ إٌبرظ. ,

 

 -ٌذ٠ه داٌخ ِٕفعخ ٌّغزٍٙه : -:9ط

21 ln2ln xxU  

12اٌّطٍٛة// عذ ل١ُ  ,xx ٌّ١ضا١ٔخ الارٟ:اٌزٟ رع ُ إٌّفعخ مّٓ ل١ذ ا- 

1832 21  xx 

 

 -ثبعزخذاَ ِنبعفبد لاوشأظ اعت عٓ الاعئٍخ الار١خ:

12اعزخشط ل١ُ  -:10ط ,xx :اٌزٟ رع ُ داٌخ إٌّفعخ الار١خ- 
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12121 32),( xxxxxU  

 -اٌّم١ذح ثبٌم١ذ الارٟ:
832 21  xx 

 -خ الأزبط الار١خ :عذ اٌم١ّخ اٌمقٜٛ ٌذاٌ -:11ط

KLQ 10 

 -مّٓ اٌم١ذ الارٟ:
164  LK 

 

 -ٌٚذ٠ٗ داٌخ اٌىٍفخ الار١خ: G1 ٚG2ِٕزظ ِؾزىش ٠ٕزظ عٍعز١ٓ ّ٘ب  -:12ط

21 105 QQTC  

 -٠ٚٛاعٗ داٌزٟ اٌطٍت الار١ز١ٓ:

212

211

4100
50

QQP
QQP



 

 -ٓ اٌم١ذ الارٟ:اٌّطٍٛة// اؽغت القٝ اسثبػ مّ
10021 QQ 

 

 :ِظادس اٌفظً اٌخاِظ
 .عٍٝ ؽجىخ اٌّعٍِٛبد اٌذ١ٌٚخاعظ الالزقبد اٌش٠بمٟ . وزبة ِٕؾٛس  -1

 عٍٝ ؽجىخ اٌّعٍِٛبد اٌذ١ٌٚخ.الالزقبد اٌش٠بمٟ . وزبة ِٕؾٛس  -2

٘بدٞ وبظُ ط)ثلان( ٚ ط ؾ ثشادٌٟ. اٌش٠بم١بد الاعبع١خ ٌلالزقبد١٠ٓ. رشعّخ اِٛسٞ   -3

 .1991ٚاٌذوزٛس اثشا١ُ٘ ِٛعٝ اٌٛسد. داس اٌؾىّخ ٌٍطجبعخ ٚإٌؾش. ثؽذاد . 

 –عبِعخ ثؽذاد  –و١ٍخ الاداسح ٚالالزقبد  -ِجبدٞء الالزقبد اٌش٠بمٟ -ؽغ١ٓ عٍٟ ثخ١ذ  -4

2000. 

اٌش٠ٚظ ،خبٌذ.. الزقبد٠بد الإٔزبط اٌضساعٟ.) وزبة ِٕؾٛس عٍٝ ففؾبد الأزش١ٔذ( عبِعخ  -5

 .2009ٍه ععٛد. و١ٍخ عٍَٛ الأؼز٠خ ٚاٌضساعخ. لغُ الالزقبد اٌضساعٟ. اٌّ

 . عٍٝ ؽجىخ اٌّعٍِٛبد اٌذ١ٌٚخوزبة ِٕؾٛس  –اٌش٠بم١بد الالزقبد٠خ  -6
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